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Formulace problému

• Je dána mno�ina 3D bod �  P

(vzork� ) obvykle le�ících na povrchu n � jakého objektu, 
najd� te plochu S typu manifold, která P
interpoluje/aproximuje.

• N� kdy p�edzpracování – odstran� ní šumu, filtrace 
ne�ádoucích bod � , zjednodušení vstupních dat nebo 
jejich segmentace

(Varnuška)



P�ehled metod
• Explicitní nebo implicitní

• Explicitní – odhad lokální konektivity plochy, interpolace bod�

• Implicitní – odhad znaménkové distan� ní funkce, povrch odpovídá nule ve funkci, 
aproximace bod�

• Aproxima� ní nebo interpola� ní

• Globální nebo lokální

• Zalo�ené na 
• geometrii

• po� íta� ovém vid� ní - vyu�ití fotografií z r � zných pohled�  nebo p�i r� zných 
sv� telných podmínkách

• optimalizaci - genetické algoritmy, simulované �íhá ní 

• um� lé inteligenci - neuronové sít� , statistical learning

• Nov� jší metody: �eší také šum, neúplnost, neur� itost vstup.dat

• Zlepšení výsledk�  p�edfiltrováním bod�



Explicitní rekonstrukce

• Interpolovat vstupní body trojúhelníky

• Nevhodné pro data s velkým šumem

• Nebezpe� í d� r a � ástí plochy nespl� ujících podmínky pro manifold

Implicitní rekonstrukce

• Odhadnout hodnotu orientované distan� ní funkce 

• Extrahovat nulovou izoplochu algoritmem Marching Cubes

• Aproximovat vstupní body

• Výstupem uzav�ený manifold

(Hao Li)

(Hao Li)



Explicitní rekonstrukce

• Metody vytvá�ející meshe

• � asto zalo�ené na DT/VD – extrakce n � kterých 
trojúhelník�  z Delaunayho � ty�st� n�  

• P�íklady metod: 

• � -tvar (Edelsbrunner, nap�. 2011)

• Crust (Amenta et. al., nap�. 1999)

• Cocone (Day et al., nap�. 1999)

• PowerCrust (Amenta et al., 2001)



� -tvar (1)
• Konvexní obálka (CH(S)): nejmenší konvexní mno�ina, 

obsahující zadané body mno�iny S
• Jednoduchá konstrukce, moc hrubá reprezentace tvaru

• Zobecn� ní konvexní obálky: � -tvar 

• Intuitivn� : kopec zmrzliny, bod� m S odpovídají malé 
kousky � okolády, l�i � kou sférického tvaru odebíráme tolik 
zmrzliny, na kolik dosáhneme bez porušení 
� okoládových kousk� , v� etn�  p�ípadných d� r uvnit�

• � -obálka – ponechány sférické � ásti, � -tvar – nahrazeny 
trojúhelníky a úse� kami

(Bayer)



� -tvar (2)

• 2D - ohrani� ují ho hrany, které jsou t� tivami 
prázdných kru�nic o polom � ru � (tzv. �  -kru�nic), 
tj. místo kruhových oblouk�  úse� ky

• 3D – místo sférických „� epi� ek“ trojúhelníky

(Bayer)

Prázdná x neprázdná � -kru�nice



� –tvar (3)

• Míra detailu �ízena parametrem �

• � -tvar m� �e obsahovat díry

• Krajní hodnoty: � = 0 – nespojené body, � = �  –
konvexní obálka

• Pozor, texty n� kdy pracují s polom� rem 1/� (pak 
konvex. obálka odpovídá 0 atd.) nebo dokonce 
� =r2.

(Gardiner 2018)



� –tvar (4)

• Geometrická interpretace: jak velká sféra projde 
mno�inou, ani� zastaví o body?

(Bayer)



� -tvar (5) 

• Pro libovolné � je � -tvar podgrafem DT

• Konstrukce: Hrani� ní trojúhelníky DT 

s polom� rem kru�nice opsané v � tší ne� �

se ma�ou

• Alternativní p�edstava: mazání trojúhelník�  
diskem o polom� ru �



� -tvar (6) 

Algoritmus výpo� tu pro dané �

Vstup: mno�ina bod �  S, hodnota �
Výstup: � -tvar mno�iny S

1. � -tvar <- 0
2. Spo� ítej DT(S)
3. foreach simplex s DT(S)

1. r <- polom� r kru�nice opsané simplexu s
2. if r < � then
3. � -tvar  <- � -tvar + s  
4. endif



� -tvar (7)

• Ukázky tvar�  pro r� zná �  v 3D

(Edelbrunner, Mücke 1994)



� -tvar (8) 

• Teorém v 2D: Pro ka�dou Delaunayovu hranu 
e=(p i,p j) bod�  pi, pj pat�ících do S existuje 
� min(e) > 0 a � max(e) > 0: e=(p i,p j) je prvkem � -
tvaru S, pokud � min < � < � max.

� Ka�dá DT hrana je v n � jakém � -tvaru 

� Ka�dá hrana � -tvaru je v DT.



� -tvar (9)

� -tvar dané mno�iny bod �



Algoritmus výpo� tu

Vstup: mno�ina bod �  S
Výstup: � -tvar S

1. Spo� ítej DT(S)
2. Pro ka�dou hranu e z DT: spo� ítej � min(e)  a � max(e) 
3. Pro ka�dou hranu e z DT: pokud � min  < � < � max

pak e pat�í do � -tvaru

� -tvar (10) 



� -tvar (11)

• Související pojem, u�ite � ný pro výpo� et: � -
komplex - mno�ina hran, trojúhelník � (v 3D 
p�ípadn�  také 4st� n� ) z DT, jejich� opsaná sféra 
má polom� r max. 1/� ?

(Bayer)

�  -komplexy pro r� zná �



St�ední osa (1) 

• (Medial Axis, MA) – vlastn�  osa symetrie

• Koncept souvisí s VD:

• Prérie je plná trávy
• Za�ehneme ohe �
• Sledujeme hranici ohnivé vlny v � ase
• Kde vlna vytvá�í ostré body, vzniká MA

���������	
��
������



St�ední osa (2)

• MA= st�edy maximálních prázdných disk�  (sfér)

• MA - vnit�ní a vn� jší (vn� jší odpovídá 
nekonvexním � ástem objektu)

• MA se dotýká obrysu v ostrých rozích



St�ední osa (3)

• P�esná konstrukce MA jednoduchého polygonu 

v 2D:

– Hranice polygonu – otev�ené úse� ky a body
– VD úse� ek a bod�
– Ponecháme pouze vnit�ní hrany VD
– Odstran� ní hran incidentních konkávním vrchol� m
– � as O(n log n), ale pro MA polygonu je znám O(n) 

algoritmus



St�ední osa (4)

• MA – náchylná na šum, vhodné filtrovat na základ�  
polom� ru sfér a úhlu ramen MA – malé odfiltrovat



St�ední osa (5) 

• P�esný výpo� et MA obtí�ný, zvlášt �  v 3D 

=> p�ibli�ná konstrukce MA v 2D:
– Navzorkovat povrch (obrys)
– Voronoi diagram (VD) vzork�
– 2D: vrcholy diagramu konvergují k MA
– 3D: jen n� které vrcholy diagramu konvergují k MA

� Mo�nost spolehlivé rekonstrukce v 2D 
a mén�  spolehlivé v 3D



• Pou�ívají se tzv. póly bu � ky Vp z VD(P)

- kladný pól p+ – nejvzdálen� jší bod bu� ky Vp od

generátoru p, 

- záporný pól p- - nejvzdálen� jší bod bu� ky Vp od

generátoru p na 2. stranu ne� je p+

• Voronoi region 
bodu (vzorku, generátoru)  p

• Dva póly p+ a p-

• První: Nejvzdálen� jší vrchol
• Druhý: Nejvzdálen� jší vrchol 

na druhé stran�

Rekonstrukce zalo�ená na MA, VD/DT (1) 



• Objekt a jeho póly vnit�ní a vn� jší

Rekonstrukce zalo�ená na MA, VD/DT (2) 



Rekonstrukce zalo�ená na MA, VD/DT (3) 



• Z pól�  nebo tvaru Vp lze odhadnout normály a 
pr� b� h plochy

Obr. M.Varnuška

Rekonstrukce zalo�ená na MA, VD/DT (4) 



a) Crust [Amenta a Bern]

• Spo� ítat VD(P)

• Ur� it ve VD(P) mno�inu pól �  Q 

- kladný pól p+ – nejvzdálen� jší bod bu� ky Vp od

generátoru p, np-vektor z p do p+ - aproximace normály

v p

- záporný pól p- - nejvzdálen� jší bod bu� ky Vp od

generátoru p na 2. stranu ne� je p+ - tj. np a vektor z p 
do p- svírají úhel nad 	 /2

- Póly – aproximace st�ední osy plochy navzorkované P



• Spo� ítat DT(P+Q)

• Odstranit všechny trojúhelníky, nemající všechny 
vrcholy v P

• Extrakce manifoldu

Odhad, které trojúhelníky ponechat,  podle tvaru 
Vor. bun� k duálních ke � ty�st� n� m – pro dob�e 
vzorkovaný povrch bu� ky dlouhé ve sm� ru 
kolmém k hledanému rekonstruovanému 
povrchu => odhad normály => odhad povrchu



Crust zaru� uje rekonstrukci pro rovnom� rná a 
„dostate� n�  hust� “  vzorkovaná data (vzdálenost 
mezi body P << vzdálenost bod�  P ke st�.ose)

O(||P+Q||2) <= 2x DT, ale existuje i 
jednopr� chodová verze



- problémy: podvzorkovaná 
a p�evzorkovaná data, 
hranice, 
výsledek ne nutn�  manifold =>
nutné opravy a úpravy

Obr. M.Varnuška



Obr. M.Varnuška



Obr. M.Varnuška



Rekonstrukce povrchu z rozptýlených dat (3D DT) 
+ odstran� ní šumu (2D DT)

data TU Graz



b) Cocone [Amenta, Choi, Dey a Leekha]

• Spo� ítat VD(P) a póly, ur� it pro ka�dý bod p
kokon Vp– dopln� k dvojitého ku�ele s vrcholem 

v p, úhlem 3	 /4 a osou np

• Nalezení všech VD(P) hran protínajících Vp

• Duální DT => 

mno�ina kandidát.

trojúhelník�

• Extrakce manifoldu

• O(||DT(P)||2)



c) Vodot� sné metody

• Metody zalo�ené na výp.geometrii špatn �  � elí 
šumu a podvzorkování

• PowerCrust [Amenta, Choi, Colluri]

• TightCocone [Dey,Goswami]

data TU Graz



PowerCrust

• Vyu�ití pól �  a power diagramu

(INRIA ,1994)

Vá�ený bod p s váhou 
 wp

– interpretace jako sféra
se st�edem p, 
polom� rem 
 wp

Power distance bodu x k p:

� p(x)=|xp|2 – wp

(Facello, 1995)



(Facello, 1995)

• Dualita k power diagramu (PD): regulární 
triangulace (RT):



PowerCrust - p�íklad

(Amenta
2001)

a) P� vodní tvar
b) VD vzork� , je vyzna� en tzv. pól a polární sféra (st�ed 

v pólu, polom� r k nejbli�šímu vzorku)
c) PD polárních sfér
d) RT, vyzna� eny vnit�ní regiony
e) Power crust a power shape



PowerCrust – algoritmus

Vstup: mno�ina vzork �  P

1. Spo� ítat VD(P) 
2. Pro ka�dý region VD ur� i póly
3. Do ka�dého pólu umístni polární sféru
4. PD polárních sfér
5. Rozhodni, které póly jsou vnit�ní/vn� jší
6. Rekonstruovaný povrch – power crust

– St� ny PD mezi vn� jšími a vnit�ními bu� kami
7. Aproximace st�ední osy (MA) – power shape

– Podmno�ina regulární triangulace nad vnit �ními 
póly



PowerCrust – ur� ení pól�

• Klí� ové pro správnou rekonstrukci povrchu

• Vzdálené póly prohlásíme za vn� jší

• Postupná propagace

• Hladová heuristika, prioritní fronta, ...

• Detaily: (Amenta 2001)



PowerCrust – šum a ostré hrany

(Amenta 2001)

(Amenta 2001)

Šum – zaho�  blízké póly

Ostré hrany – zaho�  póly, pokud má region špatný tvar



PowerCrust – rozší�ení(1)

• Zachování d� r
– Vynechání power crust st� n, pokud vnit�ní a 

vn� jší polární sféry jsou p�íliš velké (u�ivatelský 
parametr)

(Amenta 2001)



PowerCrust – rozší�ení(2)

• Ofsetová plocha
– Zm� na polom� r�  polárních sfér
– Vn� jší o plus-konstantu
– Vnit�ní o mínus-konstantu

(Amenta 2001)
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