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Obr. 6.5: Uspořádaná Hadamardova transformace testovacího obrázku a volumetrických dat

6.3    Wavelet transformace

Předpokládejme diskrétní funkci f(x), kde x nabývá hodnot 0, 1, 2, ..., N ( 1. Wavelet transformace nebo také wavelet dekompozice vychází z průměrování funkčních hodnot této funkce po dvojicích (viz např. [32] nebo [34]). Výsledkem tohoto procesu je funkce poloviční délky (N ( 2). Aby nedošlo ke ztrátě informace, ukládají se ještě koeficienty, které reprezentují rozdíl mezi původními hodnotami a jejich průměrem. Opakováním tohoto procesu dostaneme úplnou dekompozici. Wavelet transformace tedy rozloží původní funkci f(x) na jeden koeficient reprezentující průměr všech funkčních hodnot této funkce a koeficienty určující rozdíly mezi hodnotami funkce s rostoucím rozlišením.

Inverzní wavelet transformace nebo také wavelet rekonstrukce naopak provádí opakované přičítání a odečítání rozdílových koeficientů z funkcí s nižším rozlišením až do získání původní funkce f(x) délky N.

Nechť V n je lineární prostor, který obsahuje bázové funkce
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Každá tato funkce z lineárního prostoru V n je obsažena také v lineárním prostoru V n ( 1. Nechť W n je nový lineární prostor, který je ortogonálním doplňkem prostoru V n v prostoru V n ( 1. Jinými slovy, W n je lineární prostor všech funkcí z V n ( 1, které jsou ortogonální ke všem funkcím z V n. Soubor lineárně nezávislých funkcí 
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Index n říká, jak je wavelet široký, přičemž vyšší hodnoty představují užší wavelety. Hodnota indexu i určuje pozici waveletu ve funkci. Tyto bázové funkce mají dvě důležité vlastnosti. Bázové funkce 
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 prostoru V n. Bázové funkce tohoto typu wavelet transformace se nazývají Haarovy bázové funkce a proto se tato transformace také někdy nazývá Haarova transformace (viz [4] a [36]).

Funkce f(x), kde x nabývá hodnot 0, 1, 2, ..., 7, může být tedy reprezentována lineární      kombinací bázových funkcí 
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 z lineárních prostorů V 0, W 0, W 1 a W 2 (viz obr. 6.6).

6.3.1    Dvojrozměrná wavelet transformace

Dvojrozměrná Haarova wavelet transformace může být prováděna dvěma způsoby. První způsob se nazývá standardní dekompozice. Nejprve se provedou jednorozměrné transformace každého řádku obrazu. Výsledkem této operace budou průměrné hodnoty a rozdílové koeficienty na každém řádku. Potom se aplikují jednorozměrné transformace na každý sloupec takto upraveného obrazu. Výsledek celé dekompozice bude jedna průměrná hodnota a rozdílové koeficienty celého obrazu.

Druhý způsob dvojrozměrné wavelet transformace se nazývá nestandardní dekompozice, která provádí operace střídavě na řádky a sloupce. Nejprve provede jeden krok průměrování na každém řádku obrazu a pak aplikuje jeden krok průměrování na každý sloupec výsledku. Tento proces se opakuje pouze v kvadrantu, který obsahuje průměrné hodnoty. Na obr. 6.7 je zobrazena standardní wavelet dekompozice a na obr. 6.8 nestandardní wavelet dekompozice testovacího obrázku.

Dvojrozměrné bázové funkce standardní wavelet transformace vzniknou kombinací všech jednorozměrných bázových funkcí. Nestandardní konstrukce bázových funkcí vychází z funkce
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a tří wavelet funkcí
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které označíme indexy jako v jednorozměrném případě. Nestandardní bázové funkce se tedy skládají z jedné funkce
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a modifikací tří wavelet funkcí ((, (( a ((
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Obr. 6.6: Ortogonální systém bázových funkcí Haarovy wavelet transformace pro N ( 8 bez normalizačních konstant

6.3.2    Trojrozměrná wavelet transformace

Stejně jako v dvojrozměrném případě i trojrozměrná Haarova wavelet transformace může být provedena dvěma způsoby. Standardní dekompozice provádí jednorozměrné transformace ve směrech jednotlivých os x, y a z souřadného systému, zatímco nestandardní dekompozice střídá operace průměrování ve směrech jednotlivých os. Tento proces se opět opakuje pouze v krychli, která obsahuje průměrné hodnoty.

Trojrozměrné standardní bázové funkce vzniknou kombinací všech jednorozměrných bázových funkcí. Nestandardní bázové funkce se skládají z jedné funkce
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a modifikací sedmi wavelet funkcí
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Obr. 6.7: Standardní wavelet dekompozice testovacího obrázku a volumetrických dat
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Obr. 6.8: Nestandardní wavelet dekompozice testovacího obrázku a volumetrických dat

Na obr. 6.7 je zobrazena standardní wavelet dekompozice a na obr. 6.8 nestandardní wavelet dekompozice testovacích volumetrických dat.
Výhodou standardní dekompozice je snadné provedení pomocí jednorozměrných transformací ve směrech jednotlivých os. Výhoda nestandardní dekompozice je v menším počtu operací při výpočtu. Všechny nestandardní Haarovy bázové funkce mají čtvercový tvar v dvojrozměrném případě nebo krychlový tvar v trojrozměrném případě, zatímco některé standardní bázové funkce mají obecně tvar obdélníku nebo kvádru.

Wavelet transformace se používají především v oblasti komprese obrazových a volumetrických dat. Kromě Haarových bázových funkcí existují ještě další typy, např. Lemarie (detaily viz např. [1]) nebo Daubechies (viz [1], [9] a [35]). Spojitá wavelet transformace je definována v [20].
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