Kapitola 2

Spojitá Fourierova transformace

2.1    Definice spojité Fourierovy transformace

Nechť f(x) je spojitá funkce reálné proměnné x. Přímá Fourierova transformace nebo jen Fourierova transformace funkce f(x) je definována vztahem
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(2.1)

kde u je frekvenční proměnná a 
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. Fourierova transformace tedy převede funkci f(x) do frekvenční oblasti a vyjadřuje amplitudu a fázi pro každou frekvenci u. Původní funkci f(x) lze vyjádřit pomocí inverzní (zpětné) Fourierovy transformace
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Vztah (2.1) se také někdy nazývá analýza a vztah (2.2) syntéza. Funkce f(x) a její Fourierova transformace F(u) tvoří tzv. Fourierův pár. Fourierova transformace je matematický operátor, který rozloží funkci f(x) na součet vážených sinových a kosinových funkcí různých frekvencí, amplitud a fází (detaily lze najít např. v [15]). Inverzní Fourierova transformace naopak skládá tyto sinové a kosinové funkce zpět do původní funkce f(x).

Jestliže má funkce f(x) nějaké ostré přechody, pak budou tyto přechody aproximovány vysokými frekvencemi. Hladké funkce mají méně této vysokofrekvenční složky a jsou naopak reprezentovány nízkými frekvencemi. Fourierova transformace reálné funkce f(x) je obecně komplexní, tj.
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kde Re(u) a Im(u) jsou reálná a imaginární část Fourierovy transformace F(u). Výraz (2.3) lze vyjádřit v exponenciální formě
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kde 
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a

[image: image9.wmf])

(

Im

)

(

Re

)

(

2

2

u

u

u

F

+

=


(2.6)

Funkce (F(u)( se nazývá Fourierovo spektrum funkce f(x) a ((u) je fázový úhel. Vzhledem k obtížné zobrazitelnosti funkce komplexních čísel se obvykle k zobrazení Fourierovy transformace F(u) používá právě její spektrum. Druhá mocnina Fourierova spektra
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se obecně nazývá energetické spektrum funkce f(x). Exponenciální výraz 

 lze vyjádřit ve tvaru
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2.2    Některé vlastnosti spojité Fourierovy transformace

Pro funkci f(x) a její Fourierovu transformaci F(u) platí tzv. Parsevalův teorém
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(2.9)

který vyjadřuje, že celková energie funkce a její Fourierovy transformace je stejná. V tab. 2.1 jsou uvedeny některé další vlastnosti Fourierovy transformace. Časový posuv udává, že posunutí původní funkce v čase (prostoru) odpovídá změně fáze sinových a kosinových složek tvořících funkci. Podobně frekvenční posuv vyjadřuje korespondenci mezi modulací sinových a kosinových složek ve funkci a fázovém posuvu ve frekvenční oblasti. Ze vzájemného vztahu konvoluce a násobení vyplývá, že konvoluce v časové (prostorové) oblasti odpovídá násobení koeficientů ve frekvenční oblasti a naopak. Důkazy některých vlastností jsou uvedeny např. v [21], podrobnější a úplnější přehled lze najít v [15].

Vlastnost
Funkce f(x)
Transformace F(u)

Linearita
 af1(x) ( bf2(x)
 aF1(u) ( bF2(u)

Dualita
 F(x)
 f((u)

Změna měřítka
 f(ax)
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Časový posuv
 f(x ( x0)
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Frekvenční posuv
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Konvoluce
 f1(x) ( f2(x)
 F1(u) F2(u)

Násobení
 f1(x) f2(x)
 F1(u) ( F2(u)

Převrácení
 f((x)
 F((u)

Tab. 2.1: Některé základní vlastnosti Fourierovy transformace

2.3    Dvojrozměrná spojitá Fourierova transformace

Fourierovu transformaci lze jednoduše aplikovat i na funkci dvou reálných proměnných. Pro dvojrozměrnou Fourierovu transformaci a inverzní Fourierovu transformaci platí vztahy
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kde u a v jsou frekvenční proměnné. Podobně jako v jednorozměrném případě, Fourierovo spektrum, fáze a energetické spektrum jsou dány následujícími vztahy
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2.4    Trojrozměrná spojitá Fourierova transformace
Fourierova transformace a inverzní Fourierova transformace funkce tří reálných proměnných jsou definovány pomocí vztahů
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kde u, v a w jsou frekvenční proměnné. Pro trojrozměrný případ Fourierova spektra, fáze a energetického spektra platí vztahy
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Definici trojrozměrné přímé a inverzní Fourierovy transformace lze dále rozšířit na obecně N-rozměrnou (viz např. [15]). Pro odvození diskrétních transformací ke zpracování obrazových a volumetrických dat uvažujeme pouze dvojrozměrný a trojrozměrný případ.

Kapitola 3

Konvoluce

3.1    Konvoluce spojitých funkcí

Konvoluce dvou funkcí f(x) a g(x) je definována pomocí tzv. konvolučního integrálu
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(3.1)

kde ( je formální proměnná integrace. Před provedením vlastní integrace je nutné sestrojit funkci g(x ( () tak, že funkci g(() převrátíme podle středu souřadnic a posuneme do bodu x. Integrál je pak číselně roven součinu této funkce a funkce f((). Konvoluce tedy udává velikost tohoto integrálu v každém bodě x. Podrobnější popis a grafické znázornění je možné najít v [16] nebo [22]. Některé užitečné vlastnosti konvoluce jsou uvedeny v tab. 3.1.

Komutativnost
f1 ( f2 ( f2 ( f1

Asociativnost
f1 ( (f2 ( f3) ( (f1 ( f2) ( f3

Distributivnost vůči sčítání
f1 ( (f2 ( f3) ( f1 ( f2 ( f1 ( f3

Násobení konstantou
c1f1 ( c2f2 ( c1c2(f1 ( f2)

Tab. 3.1: Některé základní vlastnosti konvoluce

Hlavní význam konvoluce představuje její vztah k Fourierově transformaci (viz kapitola 2). Výrazy f(x) ( g(x) a F(u)G(u) tvoří tzv. Fourierův pár. To znamená, že když funkce f(x) má Fourierovu transformaci F(u) a funkce g(x) má Fourierovu transformaci G(u), potom f(x) ( g(x) má Fourierovu transformaci F(u)G(u).
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(3.3)

Tyto vlastnosti se nazývají konvoluční teorém a určují vztah mezi operacemi násobení a konvoluce v časové (prostorové) a frekvenční oblasti. Konvoluci funkcí odpovídá součin jejich spekter a součinu funkcí odpovídá konvoluce spekter, tj.
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(3.5)
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První vlastnost má velký význam v procesu filtrace signálu. Totiž filtrace ve frekvenční oblasti znamená vynásobení spektra filtrovaného signálu kmitočtovou charakteristikou filtru. Platnost výrazu (3.4) lze dokázat z definic konvoluce a Fourierovy transformace (viz [21]).
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Použitím stejného odvozování lze dokázat i platnost výrazu (3.5). Vlastnost (3.4) se také někdy nazývá časový nebo prostorový konvoluční teorém a vlastnost (3.5) frekvenční konvoluční teorém.

Dvojrozměrná konvoluce je definována pomocí vztahu
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(3.6)

kde f(x, y) a g(x, y) jsou funkce dvou reálných proměnných a (, ( jsou formální proměnné integrace. Pro konvoluční teorém pak platí vztahy
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(3.8)

Podobně jako v jednorozměrném a dvojrozměrném případě je definována konvoluce funkcí tří reálných proměnných f(x, y, z) a g(x, y, z) takto
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(3.9)

kde (, ( a ( jsou formální proměnné integrace. Konvoluční teorém ve třech dimenzích je definován pomocí následujících vztahů
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(3.11)

3.2    Konvoluce diskrétních funkcí

Předpokládejme, že spojité funkce f(x) a g(x) jsou rozděleny na diskrétní řady funkčních hodnot o velikostech A a B, tj. {f(0), f(1), f(2), ..., f(A ( 1)} a {g(0), g(1), g(2), ..., g(B ( 1)}. Dále předpokládejme, že tyto diskrétní funkce f(x) a g(x) jsou periodické s periodou K. Výsledek konvoluce bude opět diskrétní periodická funkce s periodou K. Z definice konvoluce je zřejmé, že jednotlivé periody výsledné funkce se nebudou překrývat, pokud 

[image: image32.wmf]BAFAB

F

=

ˆ


(3.12)

Toto překrývání se obecně nazývá cyklická chyba. K vyloučení této chyby je nutné rozšířit diskrétní funkce f(x) a g(x) přidáním nul tak, aby měly obě funkce délku K.
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Diskrétní konvoluce funkcí fR(x) a gR(x) je potom definována vztahem
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pro x ( 0, 1, 2, ..., K ( 1. Definice konvolučního teorému je podobná spojitému případu s tím rozdílem, že musíme použít funkce fR(x) a gR(x) a jejich příslušné transformace, abychom vyloučili cyklickou chybu.
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(3.17)

pro x, u ( 0, 1, 2, ..., K ( 1.

Nechť jsou dány dvě dvojrozměrné diskrétní funkce (obrazová data) f(x, y) a g(x, y) o rozměrech  A ( B a C ( D. Podobně jako v jednorozměrném případě předpokládejme, že tyto funkce jsou periodické s periodami K a L ve směrech os x a y souřadného systému. Vyloučení cyklické chyby lze dosáhnout zvolením jednotlivých period podle vztahů
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 (3.19)

Rozšířené diskrétní funkce f(x, y) a g(x, y) jsou potom definovány pomocí následujících vztahů
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(3.21)

Dvojrozměrnou diskrétní konvoluci funkcí fR(x, y) a gR(x, y) lze pak vyjádřit vztahem
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(3.22)

pro x ( 0, 1, 2, ..., K ( 1 a y ( 0, 1, 2, ..., L ( 1. Výsledné pole K ( L je, stejně jako v jednorozměrném případě, jedna perioda dvojrozměrné diskrétní konvoluce. Pro konvoluční teorém pak platí vztahy
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(3.23)

(3.24)

pro x, u ( 0, 1, 2, ..., K ( 1 a y, v ( 0, 1, 2, ..., L ( 1.

Předpokládejme trojrozměrné diskrétní funkce (volumetrická data) f(x, y, z) a g(x, y, z)           o rozměrech A ( B ( C a D ( E ( F. Dále předpokládejme, že tyto funkce jsou periodické       s periodami K, L a M ve směrech jednotlivých os x, y a z souřadného systému. Cyklickou chybu lze eliminovat vhodným zvolením jednotlivých period, tj.
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 (3.26)

 (3.27)

Nulami rozšířené diskrétní funkce f(x, y, z) a g(x, y, z) jsou potom dány pomocí vztahů
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(3.29)

Trojrozměrná diskrétní konvoluce funkcí fR(x, y, z) a gR(x, y, z) je definována následujícím vztahem
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(3.30)

pro x ( 0, 1, 2, ..., K ( 1, y ( 0, 1, 2, ..., L ( 1 a z ( 0, 1, 2, ..., M ( 1. Výsledné trojrozměrné pole o rozměrech K ( L ( M je opět jedna perioda diskrétní konvoluce. Konvoluční teorém je definován pomocí vztahů
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(3.31)

(3.32)

pro x, u ( 0, 1, 2, ..., K ( 1; y, v ( 0, 1, 2, ..., L ( 1 a z, w ( 0, 1, 2, ..., M ( 1.

Obdobným způsobem lze definovat konvoluci spojitých a diskrétních funkcí s obecně N reálnými proměnnými.

Kapitola 4

Diskrétní transformace

4.1    Obecné vyjádření diskrétní transformace

Diskrétní transformace jsou založeny na různých principech. Pro použití v procesu filtrace jsou nejdůležitější tzv. lineární ortogonální transformace. Linearita transformace znamená, že operace sčítání, odčítání a násobení konstantou zůstávají v transformaci zachovány. Ortogonalita transformace je dána její realizací pomocí systému ortogonálních bázových funkcí, který se nazývá jádro transformace (detaily viz např. [15] nebo [22]).
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Předpokládejme, že spojitá funkce f(x) je rozdělena na diskrétní řadu funkčních hodnot    {f(x0), f(x0 + (x), f(x0 + 2(x), ..., f(x0 + (N ( 1)(x)}, kde (x je vzdálenost mezi sousedními časovými okamžiky a N je počet časových okamžiků. Funkci f(x) pak můžeme vyjádřit ve tvaru

(4.1)

kde i nabývá hodnot 0, 1, 2, ..., N ( 1. Jinými slovy, diskrétní řada funkčních hodnot        {f(0), f(1), f(2), ..., f(N ( 1)} představuje diskrétní funkci f(x) vyjádřenou v N časových okamžicích. Obecná přímá diskrétní transformace je definována vztahem

[image: image48.wmf]î

í

ì

á

Î

Ú

á

Î

Ú

á

Î

á

Î

Ù

á

Î

Ù

á

Î

=

)

,

)

,

)

,

pro

0

)

,

0

)

,

0

)

,

0

pro

)

,

,

(

)

,

,

(

M

F

z

L

E

y

K

D

x

F

z

E

y

D

x

z

y

x

g

z

y

x

g

R


(4.2)

kde T(u) je transformace funkce f(x), g(x, u) je jádro přímé transformace a u nabývá hodnot  0, 1, 2, ..., N ( 1. Podobně obecnou inverzní diskrétní transformaci lze vyjádřit vztahem
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(4.3)

kde h(x, u) je jádro inverzní transformace a x nabývá hodnot 0, 1, 2, ..., N ( 1. Povaha transformace je tedy určena vlastnostmi transformačního jádra.

4.2    Dvojrozměrné diskrétní transformace

Pro dvojrozměrný případ (obrazová data) jsou přímá a inverzní diskrétní transformace dány pomocí vztahů
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(4.4) 
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(4.5)

kde g(x, y, u, v) a h(x, y, u, v) jsou jádra přímé a inverzní transformace. Jádro dvojrozměrné transformace je separovatelné, jestliže platí
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(4.6)

To znamená, že můžeme dvojrozměrný systém ortogonálních funkcí vyjádřit součinem jednorozměrných ortogonálních funkcí. Jádro je navíc symetrické, pokud g1 ( g2. V tomto případě lze potom výraz (4.6) vyjádřit ve formě
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(4.7)

Podobné vztahy platí i pro jádro inverzní transformace dosazením h(x, y, u, v) za g(x, y, u, v) ve výrazech (4.6) a (4.7). Výpočet dvojrozměrné transformace se separovatelným jádrem lze převést na výpočet dvou jednorozměrných transformací
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(4.8)

Nejprve se spočítají jednorozměrné transformace každého sloupce funkce f(x, y), tj.
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(4.9)

pro x, v ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Poté se jednorozměrná transformace spočítá pro každý řádek funkce T(x, v), tj.
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(4.10)

pro u, v ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Proces výpočtu dvojrozměrné transformace pomocí dvou jednorozměrných transformací je zobrazen na obr. 4.1. Stejný výsledek dostaneme spočítáním nejprve transformace T(y, u) pro každý řádek funkce f(x, y) a následným spočítáním transformace každého sloupce funkce T(y, u). Podobné vztahy platí i pro inverzní transformaci, pokud je jádro h(x, y, u, v) separovatelné.
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Obr. 4.1: Výpočet dvojrozměrné transformace pomocí jednorozměrných transformací

4.3    Maticové vyjádření diskrétní transformace

Jestliže je jádro g(x, y, u, v) separovatelné a symetrické, výraz (4.4) lze zapsat také v maticové formě (viz např. [16])
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 (4.11)

kde F je obrazová matice N ( N, A je symetrická transformační matice N ( N s prvky aij ( g1(i, j) a T je matice výsledné transformace N ( N pro u, v ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Z tohoto vyjádření je opět zřejmý rozklad dvojrozměrné transformace na dva jednorozměrné procesy. První je tvořen násobením obrazové matice F zleva řádkovým vektorem matice Av a odpovídá jednorozměrné transformaci sloupců matice F. Druhý je tvořen násobením matice F zprava sloupcovým vektorem matice Au a vyjadřuje jednorozměrnou transformaci řádků matice AvF. Inverzní transformaci lze získat vynásobením výrazu (4.11) zleva i zprava inverzní transformační maticí B, tj.
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(4.12)

Jestliže platí B ( A(1, pak
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 (4.13)

To znamená, že původní obraz F lze zcela obnovit z jeho transformace. Pokud B není rovno A(1, potom výraz (4.12) dává aproximaci matice F
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4.4    Trojrozměrné diskrétní transformace

Pro trojrozměrný případ (volumetrická data) jsou přímá a inverzní diskrétní transformace definovány takto

[image: image61.wmf])

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

w

v

u

G

w

v

u

F

z

y

x

g

z

y

x

f

w

v

u

G

w

v

u

F

z

y

x

g

z

y

x

f

*

Û

Û

*


(4.15) 
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(4.16)

kde g(x, y, z, u, v, w) a h(x, y, z, u, v, w) jsou jádra přímé a inverzní transformace. Podobně jako v dvojrozměrném případě je jádro transformace separovatelné, jestliže platí
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Trojrozměrný systém ortogonálních funkcí lze tedy vyjádřit součinem tří jednorozměrných ortogonálních funkcí. Transformační jádro je symetrické, pokud g1 ( g2 ( g3. Výraz (4.17) lze pak vyjádřit v následujícím tvaru
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(4.18)

Podobné vztahy opět platí i pro jádro inverzní transformace. Výpočet trojrozměrné transformace se separovatelným jádrem lze převést na výpočet tří jednorozměrných transformací
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(4.19)

Nejprve se spočítají jednorozměrné transformace funkce f(x, y, z) ve směru osy z, tj.
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(4.20)

pro x, y, w ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Pak se provedou jednorozměrné transformace funkce T(x, y, w) ve směru osy y, tj.
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(4.21)

pro x, v, w ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. A nakonec se spočítají jednorozměrné transformace funkce  T(x, v, w) ve směru osy x, tj.
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(4.22)

pro u, v, w ( 0, 1, 2, ..., N ( 1. Celý proces výpočtu trojrozměrné transformace pomocí tří jednorozměrných transformací je zobrazen na obr. 4.2. Stejný výsledek dostaneme spočítáním jednorozměrných transformací ve směrech jednotlivých os v libovolném pořadí. Tento postup je popsán např. v [13]. Podobné vztahy platí i pro trojrozměrnou inverzní transformaci, pokud je jádro h(x, y, z, u, v, w) separovatelné.
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Obr. 4.2: Výpočet trojrozměrné transformace pomocí jednorozměrných transformací

V dalších kapitolách jsou popsány nejdůležitější ortogonální transformace používané ke zpracování obrazových a volumetrických dat. Tyto transformace lze dále rozdělit na goniometrické a pravoúhlé. 

Goniometrické transformace využívají k výpočtu funkce sinus a kosinus a patří k nim především diskrétní Fourierova transformace (viz kapitola 5.1). Další transformace tohoto typu jsou např. diskrétní kosinová, která je uvedena v kapitole 5.2, diskrétní sinusová (viz např. [25]) nebo McClellanova transformace (viz [5]). 

Pravoúhlé transformace využívají k výpočtu pouze operace sčítání a odčítání. V kapitole 6.1 je popsána Walshova transformace, v kapitole 6.2 Hadamardova a v kapitole 6.3 wavelet transformace.

Existuje celá řada dalších diskrétních transformací, např. Houghova transformace (viz např. [24]), která se používá k detekci čar a křivek, nebo transformace Karhunen-Loève, jejíž definiční vztah závisí na statistických vlastnostech obrazových či volumetrických dat (detaily lze najít např. v [16] nebo [22]).
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