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Abstract 
 
Application of Radial basis functions 
 
This diploma thesis is concerned with application of radial basis function interpolation. This 
type of interpolation has become very popular nowadays especially because of its ability to 
interpolate scattered or non-uniformly sampled data. In addition it could either interpolate or 
approximate this data and one can achieve very interesting results even in very complex cases 
where other methods fail. 
This thesis is mainly focused on the reconstruction of damaged images while the stress is put 
on the finding of method giving the best possible visual results. We will propose a new 
algorithm and compare it with other existing methods (especially with method proposed by 
Ing. Karel Uhlí�). Investigated methods were tested on non-trivial real data damaged by 
various defect characters. 
The implementation was written in C# language under MVE-2 environment.  

 
 
 
 
Abstrakt 
 
Tato diplomová práce se zabývá aplikací interpolace pomocí radiálních bázových funkcí. 
Tento zp�sob interpolace se poslední dobou stává velice oblíbeným, zvlášt� kv�li své 
schopnosti interpolovat rozptýlená �i nerovnom�rn� nasnímaná data. Navíc data umí nejen 
interpolovat, ale také aproximovat a lze dosáhnout velice zajímavých výsledk� dokonce i ve 
velmi složitých p�ípadech, kde ostatní metody selhávají. 
Práce je zam��ena p�edevším na rekonstrukci poškozených obraz�, p�i�emž d�raz je kladen 
na nalezení metody dávající co nejkvalitn�jší vizuální výsledky. P�edstavíme si nový 
algoritmus a srovnáme ho s jinými existujícími metodami (p�edevším s metodou Ing. Karla 
Uhlí�e). Zkoumané metody byly otestovány na netriviálních reálných datech, poškozených 
defekty r�zného charakteru. 
Implementace byla provedena v jazyce C# do prost�edí MVE-2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Práce podporována projektem: 
VIRTUÁLNÍ V�DECKO-PEDAGOGICKÉ CENTRUM PO�ÍTA�OVÉ GRAFIKY A 
VIZUALIZACE DAT, projekt MSMT CR 2C 06002 
 
Použité nástroje: 
SSIM index measurements were done with MSU Video Quality Measurement Tool. 
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Zna�ení a zkratky 
 
 A  …matice (Times New Roman, velké písmeno, tu�n�, kurzíva) 
 b  …vektor (Times New Roman, malé písmeno, tu�n�, kurzíva) 
 1x  …složka vektoru �i bodu (Times New Roman, malé písmeno, kurzíva) 
 x  …bod, konstanta, prom�nná, d�raz (Times New Roman, malé písmeno,  
      kurzíva) 
 ⋅  …euklidovská norma (vzdálenost) 
 Foo() …zápis v pseudokódu (Courier New, tu�n�) 
 
 
 CAD  … Computer Aided Design 
 CSG  … Constructive Solid Geometry 
 CSRBF … Compactly Supported RBF 
 FMM  … Fast Multipole Method 
 GMRES … Generalized Minimal Residual 

HDR  … High Dynamic Range 
MSE  … Mean Square Error 

 POU  … Partition Of Unity 
 PSNR  … Peak Signal to Noise Ratio 
 RBF  … Radiální Bázové Funkce 

SSIM   … Structural SIMilarity index 
 SVD  … Singular Value Decomposition 
 TPS   … Thin-Plate Spline 
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1. Úvod 
V této úvodní kapitole si nejprve ukážeme motiva�ní využití interpolace roztroušených dat a 
p�ehled nejpoužívan�jších metod. Informace jsou �erpány p�edevším z [Amid02]. 
 
Problém interpolace roztroušených dat znamená vytvo�ení spojité funkce jedné, dvou, t�í �i 
více nezávislých prom�nných, která interpoluje data na základ� hodnot, známých pouze 
v n�kolika rozptýlených (tzn. nerovnom�rn� rozložených) bodech v rovin� �i v prostoru. 
Pot�eba interpolace takových dat se poslední dobou – zejména v souvislosti s rozvojem 
snímací a výpo�etní techniky – uplat�uje v mnoha v�dních oborech, nap�. v léka�ství (3D 
scanner, CT �i MRI data), meteorologii, geologii, oceánografii, kartografii, CAD systémech a 
dalších. S vizualizací t�chto dat úzce souvisí práv� problém jejich interpolace, tedy proložení 
hladkého povrchu získanými daty. Interpolací tedy hledáme funkci, která prochází všemi 
body ze vstupní množiny dat. Po nalezení této funkce lze již vypo�ítat hodnotu v libovolném 
bod�, tedy i v takovém, jehož hodnotu jsme z m��ení nezískali. 
Nap�. v meteorologii se hodnoty pro m��ení po�así získávají z nerovnom�rn� rozmíst�ných 
meteorologických stanic, v geologii se struktury podloží �i obsah vody v oblasti zjiš�ují z dat, 
p�ístupných pouze z n�kolika lokací. Data v t�chto n�kolika oblastech musí být interpolována 
pro umožn�ní 2D �i 3D zobrazení specifickými nástroji k dalším ú�el�m. 
Uvedené p�íklady hledanou funkci p�evádí 2R R→  �i 3R R→ , m�že však také nastat 
situace, kdy je pot�eba p�evodu 2 2R R→  �i 3 3R R→ . Jako p�íklad k 2 2R R→  m�že 
posloužit pot�eba geometrických úprav satelitních snímk�, zkreslených díky zak�ivení 
zemského povrchu a úhlu pod kterým byly snímány. V tomto p�ípad� vstupní data obsahují 
identifika�ní kontrolní body na povrchu (spojnice silnic). Pro každý takový kontrolní bod pak 
známe nejen jeho zkreslené sou�adnice ze snímk�, ale i jeho skute�né sou�adnice 
z geografických map. Naším úkolem je tedy z�ejm� interpolace mezi t�mito n�kolika 
známými body, abychom získali opravnou geometrickou transformaci 2 2R R→ . Podobné 
p�ípady nastávají i v zobrazování léka�ských dat, kdy je pot�eba porovnat snímky pacienta 
získávané pr�b�žn� b�hem lé�by �i r�znými snímacími technikami nebo je pot�eba jejich 
porovnání se standardními anatomickými hodnotami 
Jiný p�íklad, kdy hledáme funkci 3 3R R→ , p�edstavuje kalibraci barev vstupních �i 
výstupních za�ízení (scanner�, tiskáren) vzhledem k barevným prostor�m (nap�. XYZ �i 
L*a*b*). V takových p�ípadech je kalibrace za�ízení založena na zjišt�ní mapování mezi 3D 
(na vstupním za�ízení závislém) RGB prostoru a zvoleném cílovém 3D prostoru (nap�. XYZ). 
To je provedeno pomocí katalogu barev – každý barevný vzorek je p�edán vstupnímu za�ízení 
k získání RGB hodnot odpovídajícím danému za�ízení a poté zm��en spektrometrem k získání 
jeho XYZ hodnot. Tím získáme množinu bod�, které jsou rozptýlené ve vstupním RGB 3D 
prostoru a ke každému jsou p�i�azeny t�i hodnoty – sou�adnice vzorku v XYZ prostoru. 
V tomto p�ípad� je hodnota v každém z rozptýlených bod� 3D veli�ina, takže musíme �ešit t�i 
p�ípady problému hledání funkce jedné prom�nné – jednou pro každou XYZ složku. 
 
Problém interpolace rozptýlených dat je i p�es množství zp�sob� jeho �ešení stále obtížný a 
výpo�etn� náro�ný. V této práci se budeme zabývat metodou, která se v posledních letech 
stala st�edem zájmu mnoha pracoviš� – interpolace pomocí radiálních bázových funkcí. 
Hledaná interpola�ní funkce je v tomto p�ípad� lineární kombinací radiáln� symetrických 
bázových funkcí, kde neznámé hodnoty získáme �ešením soustavy (lineárních) rovnic. 



Aplikace Radiálních bázových funkcí      Ji�í Zapletal 
 

 
Západo�eská univerzita v Plzni (2007) 

 
9 

1.1. Vybrané metody interpolace roztroušených dat 
Zde uvádíme p�ehled nej�ast�ji používaných metod interpolace rozptýlených dat v�etn� 
základního popisu principu, na kterém fungují. 
 

1.1.1. Metody založené na triangulaci �i tetrahedronizaci dat 
Metody pat�ící do této kategorie pracují ve dvou krocích. Nejprve je množina rozptýlených 
bod� triangulována (ve 2D) �i tetrahedronizována (ve 3D) a poté je interpolace použita pro 
každý trojúhelník �i tetrahedron. Z toho plyne, že jsou tyto metody vždy lokální.  
 

1.1.2. Metody vážené inverzní vzdálenosti 
Jedná se o jednu z nejb�žn�jších technik interpolace rozptýlených dat. Metody vážené 
inverzní vzdálenosti jsou také známy jako Shepardovy metody – podle zakladatele metod 
fungujících na tomto principu. Tyto techniky jsou globální, tzn. že využívají všechny body 
ze vstupní množiny dat k výpo�tu každé interpolované hodnoty.  
Jejich základním p�edpokladem je, že interpolované hodnoty budou více ovlivn�ny blízkými 
body a mén� t�mi vzdálenými. Interpolovaná hodnota v každém novém bod� P  je váženým 
pr�m�rem hodnot všech rozptýlených bod� a váha p�i�azená každému rozptýlenému bodu 
klesá se vzdáleností od práv� interpolovaného bodu P .  
Máme-li množinu nerovnom�rn� rozložených bod� iP  v prostoru, jejichž sou�adnice a 
hodnota jsou ( , )i ix y  a iz , hledáme interpolující funkci ( , )i i if x y z=  pro všechna i , kde vliv 
bodu iP  klesá se zvyšující se vzdáleností mezi ( , )i ix y  a ( , )x y . Shepard�v postup lze zapsat 
jako vážený pr�m�r hodnot iz : 
 

( )
1 1

1

( , )
( , ) ,

( , )

n n
i

i i in
i i ii

h x y
f x y w x y z z

h x y= =
=

= =� �
�

 

 
s vahami  
 

1

( , )
( , )

( , )
i

i n

ii

h x y
w x y

h x y
=

=
�

 0 ( , ) 1iw x y≤ ≤  
1

( , ) 1
n

i
i

w x y
=

=� , 

 
kde 
 

1
( , )i kh x y

x y
=

−
 1k ≥   je zvolená hodnota exponentu 

 

1.1.3. Metody radiálních bázových funkcí 
Jedná se op�t o globální interpola�ní metody. Jako první s nimi p�išel Hardy koncem 60. let 
20. století. Metody lze charakterizovat následujícím zp�sobem: 
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Pro každý bod ( , )i ix y  vstupní množiny dat zvolíme funkci ( ),i x yφ  a spo�ítáme koeficienty 

iλ , takže ( )
1

( , ) ,
n

i i
i

f x y x yλφ
=

=�  interpoluje data. Vhodná volba funkce ( ),i x yφ  není snadná. 

Nap�íklad polynomiální funkce dávají velmi špatn� interpolované povrchy s množstvím 
p�esah� a zvln�ní mezi zadanými body. Dokonce i funkce, o kterých je známo, že pracují 
dob�e, nelze vždy snadno matematicky ov��it. Nejlepší funkce ( ),i x yφ  jsou tzv. radiální 

funkce jedné prom�nné ( )rφ  takové, že bázová funkce p�i�azená každému datovému bodu 

( , )i ix y  má tvar ( ) ( ),i ix y dφ φ= , kde id  je vzdálenost mezi ( , )x y  a ( , )i ix y . Odtud název 
Radiální Bázové Funkce (RBF).  
Tato diplomová práce se zabývá práv� touto interpola�ní metodou a jejím využitím pro 
rekonstrukci poškozených obraz� a hledání povrch� ze zadaných bod�. 
 

1.1.4. Metody interpolace p�irozeným sousedem 
Tato technika je lokální a vychází z Voronoiova diagramu zadané množiny rozptýlených 
bod�, která je geometrickým duálem k Delaunayov� triangulaci / tetrahedronizaci. Voronoi�v 
diagram rozd�lí plochu �i prostor na úplnou disjunktní množinu bun�k, kdy každá bu�ka iT  

obsahuje práv� jeden bod ix  z dané množiny bod�. Bu�ka iT  je definovaná jako plocha (�i 

objem), která je nejblíže k bodu ix  ze všech ostatních bod� množiny rozptýlených dat. 
Matematický zápis vypadá takto: 
 

{ }2 , , 1, ,i i jT x R x x x x j n= ∈ − ≤ − ∀ = � , 

 
kde x y−  znamená euklidovskou vzdálenost mezi body x  a y . Bod ix  z naší množiny 

bod� je tzv. p�irozený soused bodu jx  tehdy, když jejich bu�ky mají spole�nou hranu nebo 

vrchol. Po�et p�irozených soused� bodu ix  (který není na okraji konvexního obalu celé 
množiny) je nejmén� 1N + , kde N  je dimenze prostoru a maximáln� 1n − , kde n  je po�et 
bod� množiny. Tento po�et p�irozených soused� se liší bod od bodu. Ve 2D p�ípad� 
pr�m�rný po�et p�irozených soused� (po�et hran bu�ky) nep�evyšuje 6. 
P�ed za�átkem interpolace je pot�eba provést preprocessing v podob� vytvo�ení Voronoiova 
diagramu zadané množiny rozptýlených bod�. Jakmile je Voronoi�v diagram vytvo�en, tak 
k výpo�tu interpolované hodnoty v novém bod� x  pot�ebujeme p�idat tento nový bod x  do 
množiny rozptýlených bod� a vytvo�it novou bu�ku z ploch (prostor�) okolních bun�k. 



Aplikace Radiálních bázových funkcí      Ji�í Zapletal 
 

 
Západo�eská univerzita v Plzni (2007) 11 

2. Teoretická �ást 
V této kapitole se budeme zabývat historií vzniku RBF metody, dále uvedeme pot�ebný 
matematický aparát, také p�edstavíme �asto používané bázové funkce a nakonec popíšeme 
vybrané matematické metody �ešení problému a možnosti jak je urychlit. �erpáno bylo 
p�evážn� z [Uhlir05] a [Wright03]. 
 

2.1. Úvod 
Na úvod rovnou p�edstavíme hlavní výhody, pro� p�i výb�ru interpola�ní metody zvolit práv� 
radiální bázové funkce (dále jen RBF) [Zhang02]: 

• kompaktní popis objektu jednou funkcí 
• schopnost interpolovat i aproximovat data 
• schopnost interpolovat �ídká, nerovnom�rn� rozložená data 
• možnost výpo�tu kdekoliv na povrchu pro výpo�et povrchového modelu 

v požadovaném rozlišení 
• isoplochy získané pomocí RBF jsou manifold (tzn. neprotínají se) 

 
Dále pro p�edstavu nezasv�ceného �tená�e uvedeme i p�íklady praktického využití RBF 
interpolace: 

• rekonstrukce povrch� 
• vypl�ování d�r (nap�. vytvá�ení implantát� a protéz v léka�ství) 
• rekonstrukce poškozených obraz� 
• vyhlazování povrch�  
• animace (interpolace mezi dv�ma snímky �i modely) 
• generování model� 
• snižování po�tu polygon� model� 

 

2.2. Historie a základní matematický aparát 
Základem interpola�ní metody pomocí RBF je použití posunující se bázové funkce )(rφ . 
V nejobecn�jším p�ípad� je tato funkce závislá na euklidovské vzdálenosti od svého st�edu. 
Tato funkce je radiáln� symetrická kolem svého st�edu, odtud její název radiální bázová 
funkce a název metody je RBF metoda. Jejich objevitelem se stal L.R. Hardy [Hardy71], jenž 
je i pojmenoval.  
Hardy se zabýval kartografickým problémem, kdy se pokoušel o automatizaci generování 
vrstevnicových map nalezením spojité funkce, interpolující nam��ená data. Tento postup se 
do té doby musel d�lat ru�n� na základ� zkušeností topografa, který tvar terénu z nam��ených 
dat pouze odhadoval. Tento postup mohl evidentn� vést ze stejných dat k r�zným výsledk�m 
od r�zných topograf�. Zpo�átku se zdálo, že se využijí Fourierovy �ady, ty však pro 
interpolaci vykazovaly sklony ke kmitání výstupních hodnot mezi vzorovými daty. Použití 
metody nejmenších �tverc� nebylo také úsp�šné, nebo� výsledky neodpovídaly dostate�n� 
p�esn� realit� (tato metoda totiž neinterpoluje, ale aproximuje, tzn. výsledek nemusí procházet 
nam��enými vstupními daty). Hardy nebyl spokojen se žádnou známou metodou, rozhodl se 
tedy hledat novou. Zjistil, že tvar k�ivky lze zapsat jako po �ástech lineární interpola�ní 

funkci. Pro množinu n  vstupních zdrojových bod� { } 1

n
i i

x
=

 a jim odpovídajícím nam��eným 

hodnotám { } 1

n
i i

f
=

 odvodil následující interpola�ní vztah: 
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1

( )
n

i i
i

s x x xλ
=

= ⋅ −� , ( 2.2.1) 

 
kdy iλ  ur�íme rozkladem a ( )i is x f=  pro 1, 2,...,i n= . Geometricky vzato, jsou data 

interpolována lineární kombinací n  posunutí absolutní hodnoty bázové funkce x  a vrchol 
každé bázové funkce je st�edem n�kterého vstupního bodu. 
Nevýhodou se ukázal být skokov� se m�nící pr�b�h této funkce, bázová funkce byla tedy 

nahrazena absolutní hodnotou spojit� diferencovatelné funkce 22 xc + , kde c  je nenulová 
konstanta. Nyní interpola�ní vztah vypadal 
 

 2 2

1

( ) ( )
n

i i
i

s x c x xλ
=

= ⋅ + −� . ( 2.2.2) 

 
Jeho výhodou bylo také použití i ve vyšší dimenzi (2D) – pro množinu n  vstupních 

zdrojových bod� ( ){ }
1

,
n

i i i
x y

=
 a odpovídajícím m��ením { } 1

n
i i

f
=

 se funkce vypo�ítá podle 

vztahu 
 

 2 2 2

1

( , ) ( ) ( )
n

i i i
i

s x y c x x y yλ
=

= ⋅ + − + −� . ( 2.2.3) 

 
Geometricky funkce odpovídá interpolaci dat lineární kombinací n  posunutí kužele a tedy 

radiáln� symetrickou funkcí rr =)(φ , kde 22 yxr += . Vrchol každého kužele byl 
v jednom ze vstupních bod�. Funkce je však aproxima�ní. 
Tato Hardyho metoda se ozna�uje jako tzv. multiquadric metoda. Je schopná interpolovat ve 
2D, ale lze ji rozší�it i do vyšších dimenzí.  
 
Definice: 
Pro množinu n  nezávislých zdrojových bod� { } 1

n
i i

x
=

 v dR ( ( ) ( ) ( )
1 2( , ,..., )i i i

i dx x x x= ) a jim 

odpovídajícím nam��eným skalárním hodnotám { } 1

n
i i

f
=

 je multiquadric interpolant definován 
jako: 
  

 
22

1

( )
n

ii
i

s x c x xλ
=

= ⋅ + −� , ( 2.2.4) 

 
kde ⋅  je euklidovská norma. Koeficienty iλ  jsou ur�eny z interpola�ní podmínky ( )i is x f=  

pro 1, 2,...,i n= . Maticov� lze celý lineární systém zapsat následovn�: 
 

 

� � � � � �
� � � � � �=� � � � � �
� � � � � �� � � � � �

A fλλλλ , ( 2.2.5) 

 

kde 
22

,( )i j i ja c x x= = + −A . 
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Metoda byla záhy po zve�ejn�ní využita nap�. i v hydrologii, geodesii, fotometrii a geologii.  
Lze ji použít i s jinou bázovou funkcí, stále je však pot�eba dodržet závislost funkce na 
euklidovské vzdálenosti a vždy platí zna�ení xr = .  

Oblíbenou funkcí, kterou poprvé použil Duchon [Duchon77] se stala 2 logr r  (ve 2D, 
nazývaná jako thin-plate spline – TPS) a 3r  (ve 3D). TPS funkce má následující fyzikální 
význam: reprezentuje tenkou kovovou desku, která je p�inucena zm�nit sv�j rovinný tvar tak, 
aby se identické body na desce ztotožnily. Jde tedy o nalezení funkce ( , )f x y , která p�esn� 
ztotožní identické body a zárove� minimalizuje velikosti deforma�ních sil v kovovém plátu. 
Jinými slovy – pro zadanou vstupní množinu bod� vytvo�í co nejmén� zak�ivený hladký 
povrch, procházející všemi zadanými body (p�.: ve 3D není TPS pro mén� než 3 body 
definována, pro 3 body získáme rovinu a pro více než 3 body zak�ivený povrch). Metoda je 
�asto používána pro vizuální výsledky a stabilitu pro objemná data. Jinou možností je 
nap�íklad použití Gaussovy funkce 

2)( re ε− , kde ε  je zvolený parametr [Schagen79].  
Trvalo tém�� 15 let, než bylo dokázáno, že multiquadric metoda je vždy nesingulární 
[Micchelli86] a že Hardy nalezl pouze jeden konkrétní p�ípad obecn�jší metody. Obecná 
metoda spo�ívá v použití posunující se bázové funkce )(rφ , závislé pouze na euklidovské 
vzdálenosti od svého st�edu. Takto závislá funkce je symetrická kolem svého st�edu (radiální). 
Bázovým funkcím je dále v�nována samostatná kapitola (2.5 Bázové funkce).  
 

2.3. Základní RBF metoda 
Definice:  
Je dána množina n od sebe r�zných bod� { } 1

n
i i

x
=

 a jim odpovídající hodnoty { }n
iih 1= . 

Interpola�ní funkce je pak je dána vztahem 
 

 ( )
1

( )
n

i i
i

f x x xλ φ
=

= ⋅ −� , ( 2.3.1) 

 
kde ( )ixx −φ  je radiální funkce, zkrácen� ( )rφ  pro 0r ≥ . Koeficienty iλ  jsou ur�eny 

z interpola�ních podmínek ( )i if x h=  pro 1,...,i n= . Maticový zápis vypadá následovn�: 
 

 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

=

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

nnnnnn

n

n

h

h

h

aaa

aaa

aaa

��

�

����

�

�

2

1

2

1

21

22221

11211

λ

λ
λ

, ( 2.3.2) 

 
zkrácen� 

 

 
� � � � � �
� � � � � �=� � � � � �
� � � � � �� � � � � �

A � h , ( 2.3.3) 

 
kde ( ) nja jiji ,...,1,, =−= xxφ .  
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Definice: 
�tvercová matice A  ( nn × )  se nazývá regulární, práv� když 0 det ≠ A  (tzn. matice A  má 
hodnost n ). 
 
Definice (Wright [Wright03] ): 
	ekneme, že funkce ψ  je ryze monotónní na intervalu 0, )< ∞  pokud platí, že 
 
1. 0; )Cψ ∈ < ∞  
2. 0; )Cψ ∞∈ < ∞  
3. ( ) ( )i (i)-1 r 0ψ ≥  pro r > 0  a 0,1, 2,...i =  
 
V�ta (Schoenberg [Schoen38]) : 
Jestliže )()( rr φψ =  je ryze monotónní, avšak ne konstantní na 0; )< ∞ , pak pro libovolnou 

množinu n  rozdílných bod� { } 1

n
i i

x
=

 je matice A  ( nn × ) pozitivn� definitní a tedy regulární. 
 
Z této v�ty lze odvodit, že matice A  je regulární nap�. pro bázové funkce: 
 

2)()( rer εφ −=   Gaussova funkce  
 

2)(1
1

)(
r

r
ε

φ
+

=  inverzní kvadratická funkce 

 

2)(1

1
)(

r
r

ε
φ

+
=  inverzní multiquadric 

 
Pro klasickou multiquadric funkci je však podmínka nedosta�ující, p�edchozí v�ta byla tedy 
rozší�ena: 
 
V�ta (Micchelli [Micchelli86]) : 
Nech� 0( ) ( ) 0; ), ( ) 0r r C rψ φ ψ= ∈ < ∞ >  pro r > 0  a )(rψ ′  je ryze monotónní na (0; )∞ . 

Pro libovolnou množinu n  rozdílných bod� { } 1

n
i i

x
=

 je matice A  ( nn × ) regulární. Krom� 

toho, pro 2≥n  má matice 1−n  negativních vlastních �ísel a jedno pozitivní. 
 
Tuto v�tu již spl�uje i multiquadric funkce a s její pomocí vytvo�ená matice A  je regulární a 
tento systém má tedy jednozna�né �ešení. Tato v�ta ovšem stále neplatí nap�. pro TPS funkci, 
musela být tedy upravena a rozší�ena o další podmínky, které budou popsány dále.  
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2.4. Rozší�ená RBF metoda 
Pro n�které bázové funkce (Gaussovu, inverzní multiquadric, TPS) je pot�eba k 
získání jednozna�ného �ešení p�idat dodate�né podmínky a základní metodu rozší�it. 
 
Definice:  
Nech� �m

dR )(  je prostor všech polynom� d-prom�nných které mají stupe� menší nebo 

roven m . Krom� toho nech� M  udává dimenzi �m
dR )( . Potom ��

	



��
�


 +
=

m

dm
M . 

 
Definice [Wright03, Micchelli86]:  
Je dána množina n  od sebe r�zných bod� { } 1

n
i i

x
=

 a jim odpovídajících hodnot { }n
iih 1= . 

Rozší�ená interpola�ní funkce je pak dána vztahem 
 

 ( )
1 1

( ) ( )
n M

i i j j
i j

f x x x p xλ φ γ
= =

= ⋅ − +� � , dx R∈ , ( 2.4.1) 

 

kde { }
1

( )
M

j j
p x

=
 je báze �m

dR )(  a 0),( ≥rrφ  je radiální funkce. Aby bylo možné použít 

polynomiální výraz, musí být dopln�na omezující podmínka 
 

 
1

( ) 0, 1,2,...,
n

ï j i
i

p x j Mλ
=

= =� . ( 2.4.2) 

 
Koeficienty iλ  a jγ jsou ur�eny z interpola�ních podmínek, které vedou k následujícímu 
symetrickému lineárnímu systému 
 

 

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �=
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � � �

T

A P � h

P 0 � 0

. ( 2.4.3) 

 
A  je stejná jako v základní RBF  metod� (vztah 2.3.3) a P  je Mn ×  matice ( )j ip x  

pro i = 1,…,n  a j = 1,…,M .  
 
V�ta (Micchelli [Micchelli86]): 
Nech� 0 1( ) ( ) 0; ), ( )mr r C rψ φ ψ += ∈ < ∞  je ryze monotónní, ne však konstantní na (0; )∞  pro 

0≥m . Pak pro libovolnou množinu n  rozdílných bod� { } 1

n
i i

x
=

 spl�uje podmínku hodnosti 

matice P , hod( )= MP , kde P  je Mn ×  matice. Plná matice )()( MnMn +×+  je 
regulární. Mimoto je m  nejmenší m takové, že )(1 rm+ψ  je ryze monotónní, potom pro 
libovolný nenulový vektor nR∈αααα  spl�uje podmínku TP = 0αααα  a platí následující relace: 

m+1(-1) >T A 0α αα αα αα α , kde A  je submatice �ádu n . 
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Teprve tato v�ta zajiš�uje podmínky pro regulárnost rozší�eného lineárního systému. 
V základní RBF metod� (vztah 2.3.3) mohlo dojít k situaci, kdy byla matice A  singulární. 
V rozší�ené metod� nás však od nejednozna�ného �ešení ochrání p�idání rozši�ujícího 
elementu (konstanta �i mnoho�len), který bude interpolovat data i v p�ípad�, kdy je matice A  
singulární.  
Nyní máme zajišt�no, že RBF metoda bude mít �ešení nejen ve své základní form� pro 
n�které bázové funkce, ale i v rozší�ené form� (vztah 2.4.3) pro ty ostatní (spl�ující všechny 3 
výše uvedené v�ty).  
 

2.4.1. Lineární polynom 
Pokud pro interpolaci rozší�enou metodou použijeme jako rozši�ující element lineární 
polynom, dostáváme pro 2D p�ípad následující interpolant:  
 

 ( ) ( ) yxyyxxyxf
n

i
iii 210

1

22),( γγγφλ +++�
	

�

�

 −+−=�

=

. ( 2.4.1.1) 

 
Lineární systém pak tedy vypadá (pro 2D interpolant): 
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λφ φ φ
γ
γ
γ

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �=� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �

� � � �� �

�

�

�� � � � � � �

�

�

�

 ( 2.4.1.2) 

  
zkrácen�  
 

 
� � � �

=� � � �
� � � �

� h
B
� 0

. ( 2.4.1.3) 

  

2.4.2. Kvadratický polynom 
V p�ípad�, že jako rozši�ující element zvolíme kvadratický polynom, 2D interpolant získáme 
�ešením rovnice 
 

 ( ) ( )( )2 2 2 2
0 1 2 3 4 5

1

( , )
n

i i i
i

f x y x x y y x y xy x yλφ γ γ γ γ γ γ
=

= − + − + + + + + +�  ( 2.4.2.1) 

 
a lineární systém se rozroste následujícím zp�sobem: 
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=� � � �
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� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� �� �

�

 ( 2.4.2.2) 

 

2.4.3. Konstanta 
Lineární systém lze rozší�it nejen polynomem, ale také p�idáním rozši�ující konstanty. 
V takovém p�ípad� 2D interpolant vypadá následovn�: 
 

 ( ) ( )( )2 2

1

( , )
n

i i i
i

f x y x x y yλφ γ
=

= − + − +�  ( 2.4.3.1) 

 
a p�íslušný lineární systém: 
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� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �=
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
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�

�

� � � � � �

�

 ( 2.4.3.2) 

 

2.5. Bázové funkce 
Volba bázové funkce 0),( ≥rrφ  zásadním zp�sobem ovliv�uje tvar interpolantu. M�žeme je 
rozd�lit do dvou skupin, a to na  
 

• po �ástech hladké funkce 
• nekone�n� hladké funkce 

 
Na ob� tyto skupiny se nyní podíváme a uvedeme jejich typické zástupce. 
 

K t�mto vybraným funkcím je pro p�edstavu uveden i jejich pr�b�h ve 2D p�ípad� na 
intervalu 1.5;1.5x ∈< − > . 
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2.5.1. Po �ástech hladké funkce 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

-1,5 -1,25 -1 -0,75 -0,5 -0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5

x

y

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

-1,5 -1,25 -1 -0,75 -0,5 -0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5

x

y

 
Lineární r      Kubická 3r  

-0,2

-0,1

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

-1,5 -1,25 -1 -0,75 -0,5 -0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5

x

y

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

-1,5 -1,25 -1 -0,75 -0,5 -0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5

x

y

 
Thin-plate spline (TPS) rr log2     Quintic 5r  

 
Pro po �ástech hladké funkce platí, že se rostoucím po�tem bod� interpolant konverguje 
k dostate�n� hladké funkci. Míra konvergence je p�ímo úm�rná hladkosti bázové funkce a 
zv�tšuje se spole�n� se zv�tšující se dimenzí. Hladkost bázové funkce má vliv také na 
stabilitu rozší�eného lineárního systému. Se zv�tšujícím se po�tem bod� ve stanovené oblasti 
se algebraicky zv�tšuje i �íslo podmín�nosti matice lineárního systému s mírou vztahující se k 
nepravidelnosti )(rφ  v po�átku. 
 

2.5.2. Nekone�n� hladké funkce 
Grafy zobrazují pr�b�hy funkcí pro následující r�zné hodnoty parametru ε : 
 

modrá  1ε =  
�ervená  2ε =  
�erná  5ε =  
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Mezi nejvíce používané funkce pat�í thin-plate spline (TPS) bázová funkce. Tato funkce má 
fyzikální opodstatn�ní a je uvád�na pro interpolace ve 2D. Ve 3D je jejím ekvivalentem 
kubická bázová funkce. Kvadratické bázové funkce a bázové funkce 2kr  pro 1, ,k n= �  
obecn�, se nepoužívají. 
Klasická lineární bázová funkce byla v�bec jako první použita pro RBF metodu. Použití této 
bázové funkce v podstat� znamená interpolaci dat lineární kombinací posunující se absolutní 
hodnoty bázové funkce, kde vrcholem každé bázové funkce je jeden ze zdrojových bod�. Tato 
funkce se p�íliš nehodila pro interpolaci, proto byla rozší�ena tak, aby byla bázová funkce 
spojit� diferencovatelná. Tak byla odvozena multiquadric bázová funkce. 
 
Na rozdíl od po �ástech hladkých bázových funkcí, p�esnost a stabilita pro nekone�n� hladké 
bázové funkce závisí na po�tu datových bod� a hodnot� parametru ε . Pro konstantní po�et 
bod� m�že být p�esnost �asto zlepšena zmenšením parametru ε . Zmenšení parametru ε  nebo 
zv�tšení po�tu bod� má významný vliv na stabilitu lineárního systému. Pro konstantní ε  �íslo 
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podmín�nosti matice lineárního systému roste exponenciáln� s po�tem p�ibývajících bod�. 
Pro konstantní po�et datových bod� dochází ke zv�tšování s 0→ε .  
Výhodou multiquadric bázové funkce je, že i v základním tvaru RBF metody (vztah 2.3.3) 
poskytuje jednozna�ná �ešení. Multiquadric RBF jsou nekone�n� hladké a s volbou parametru 
ε  se chovají tak, že malé ε  vede k dobré p�esnosti a velké ε  zabezpe�uje dobrou 
podmín�nost. Další možnou volbou bázové funkce je funkce Gaussova typu.  
 

2.5.3. Compactly Supported RBF 
Velice zajímavé je i vyžití tzv. Compactly Supported funkcí (CSRBF), které se v posledních 
letech staly velmi oblíbenými. Jedná se o lokální bázové funkce, které zaru�ují, že matice A  
lineárního systému je pozitivn� definitní.  
 
Definice:  
Symetrická matice A  je pozitivn� definitní, jestliže pro každý nenulový sloupcový vektor 

( )T
1 2 nx ,x , ,xx = �  platí 

 

 
n

i ij j
i, j=1

= x a x > 0�Tx Ax . ( 2.5.3.1) 

 
CSRBF využívají principu lokality B-splinu, tzn. že zm�na jednoho bodu vyvolá pouze 
lokální zm�nu interpola�ní funkce. Na základ� mocninné funkce jsou odvozeny výpo�etn� 
nenáro�n� CSRBF: 

 

 
 0  1(1 ) ( )

( )       
10

p rr P r
r

r
φ

≤ ≤� −
= � >�

, ( 2.5.3.2) 

  
kde )(rP je polynom. Funkce mají r�zné stupn� spojitosti kC  a jsou ur�eny pro r�zné 
dimenze d . Následující tabulka p�edstavuje n�které CSRBF [Wend95]: 

 
1d =  ( )1 r

+
−  0C  

 ( ) ( )31 3 1r r
+

− +  2C  

 ( ) ( )5 21 8 5 1r r r
+

− + +  4C  

3d =  ( )21 r
+

−  0C  

 ( ) ( )41 4 1r r
+

− +  2C  

 ( ) ( )6 21 35 18 3r r r
+

− + +  6C  

 ( ) ( )'8 3 21 32 25 8 1r r r r
+

− + + +  6C  

5d =  ( )31 r
+

−  0C  

 ( ) ( )51 5 1r r
+

− +  2C  

 ( ) ( )7 21 16 7 1r r r
+

− + +  4C  

Tabulka 2.5.3 
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Uvedené funkce mají polom�r p�sobnosti (radius of support) roven 1, tedy na intervalu 
<-1, 1>. Polom�r bázové funkce však lze upravit na )/( αφ r . Tímto získáme funkce 
s polom�rem p�sobnosti α .  
 
Definice:  
k-d strom je vícerozm�rný binární strom, kde x  je ko�enem s podstromy levyT , pravyT  a platí  

 

 
dd

pravy

dd
levy

xyTy

xyTy

>∈∀

≤∈∀

:

:
, ( 2.5.3.3) 

 
dimenze t�íd�ní d  se m�ní s každou úrovní stromu. 
 
Použití CSRBF a vhodné datové struktury poskytuje urychlení ve všech fázích algoritmu 
interpolace [Morse01]: 

- Vytvá�ení lin. systému – protože mají CSRBF pouze omezený dosah (polom�r 
p�sobnosti), nabývají p�íliš vzdálené body hodnoty 0. Proto lze nap�. za použití k-d 
stromu vypo�ítat hodnoty pro množinu všech bod� v polom�ru p�sobnosti od 
aktuálního bodu v �ase log n. Výsledná matice je velice �ídká. 

- �ešení lin. systému – �as výpo�tu �ídké matice závisí na po�tu nenulových hodnot. 
- Výpo�et interpolantu – op�t lze využít k-d stromu pro vyhodnocení hodnoty v daném 

bod�, tzn. log n operací. 
 
Volba polom�ru p�sobnosti je velmi d�ležitá a ovliv�uje výsledek p�i použití CSRBF. Pokud 
bude p�íliš malý, m�že se stát, že bázová funkce nap�. nedokáže vyplnit díry. Naopak p�íliš 
velký polom�r sníží �ídkost matice A  a zv�tší se tak výpo�etní náro�nost lineárního sytému, 
tzn. že se p�ipravujeme o výhodu CSRBF, která zjednodušen� �e�eno �íká, že body umíst�né 
za polom�rem p�sobnosti funkce už nemají na aktuální bod žádný vliv. 
Výhodou klasických radiálních bázových funkcí Gaussova typu, TPS nebo multiquadric 
oproti CSRBF je jejich jednoduchá reprezentace, která platí pro libovolnou dimenzi 
prostoru d . Proto jsou definovány r�zné CSRBF pro r�zné dimenze.  
 
M�že se zdát, že CSRBF jsou nejlepším �ešením pro RBF interpolace, ale i ony mají své 
nedostatky: 

- nedokáží opravit neúplná �i nepravideln� snímaná data (vznikají díry) 
- polom�r p�sobnosti musí být alespo� tak velký, jako je vzdálenost dvou sousedních 

nasamplovaných bod� 
 

 
Obrázek 2.5.3: Množina nerovnom�rn� rozložených vstupních bod� a zrekonstruovaný 
povrch s nedostate�ným polom�rem p�sobnosti [Ohtake03]. 
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2.6. RBF interpolace v praxi 
V této kapitole uvedeme zp�sob, jakým lze z rozptýlených dat získat interpolovaný povrch, a 
dozvíme se, s �ím je pot�eba se pro úsp�šnou rekonstrukci vypo�ádat.  
 

2.6.1. Implicitní povrchy 
Problém popisu povrchu �i rekonstrukce povrchu z bod� lze vyjád�it následujícím zp�sobem: 
 
Definice [Carr01]: 
Dána množina n  vzájemn� r�zných bod� ( ){ }

1
, ,

n

i i i i
x y z

=
 na povrchu M  v 3E , nalezn�te 

povrch ´M , který je dostate�n� p�esnou aproximací M . 
 
Model lze zapsat v tzv. implicitním tvaru funkcí ( , , )f x y z . Obsahuje-li povrch M  všechny 
body ( , , )x y z , spl�ující podmínku ( , , ) 0f x y z = , �íkáme, že f  je implicitním popisem M . 
 
Implicitního popisu povrch� se s výhodou využívá nap�. v CSG (Constructive Solid 
Geometry), kdy je výsledný model vytvo�en z jednoduchých tvar�, jejich kombinací pomocí 
Booleovských operací (pr�nik, sjednocení atd.) a vhodnou funkcí, která jednotlivé �ásti 
vhodn� prolíná. Tento popis se využívá p�edevším v CAD systémech.  
My však chceme objekt definovat pouze jednou spojitou a diferencovatelnou funkcí. Výhoda 
takového popisu je nap�. ta, že m�že být vyhodnocena kdekoliv a s libovolným rozlišením.  
 

2.6.2. Nalezení implicitního popisu povrchu 
Jak již bylo �e�eno, hledáme funkci f , která implicitn� popisuje povrch ´M  a spl�uje: 
 
 ( , , ) 0i i if x y z =  pro 1, ,i n= � ,  ( 2.6.2.1) 

 

kde ( ){ }
1

, ,
n

i i i i
x y z

=
 jsou body ležící na povrchu. Abychom se vyhnuli triviálnímu �ešení, kdy 

jsou všechny hodnoty nulové, je pot�eba do vstupních dat p�idat tzv. off-surface body 
s nenulovými hodnotami.  
 

2.6.2.1. Off-surface body 
Pokud za�neme p�idávat tyto body, pak interpola�ní problém lze popsat následujícím 
zp�sobem: 
 

 
( , , ) 0i i if x y z =  pro 1, ,i n= �   (povrchové body) 
( , , ) 0i i i if x y z d= ≠  pro 1, ,i n N= + �  (off-surface body) 

( 2.6.2.1.1) 

 

Nyní však vyvstává problém, jak získat ony off-surface body ( ){ }
1

, ,
N

i i i i n
x y z

= +
 a jim 

odpovídající hodnoty id . Možností se nabízí n�kolik. Pravd�podobn� nejjednodušší variantou 
bude p�idání jediného bodu (se zápornou funk�ní hodnotou, kv�li orientaci) uvnit� povrchu, 
p�ibližn� uprost�ed t�lesa (v jeho t�žišti). Ne vždy je však snadné ur�it, zda jsme uvnit� �i vn� 
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t�lesa, takže toto �ešení, kdy nám sta�í pouze jediný bod pro celý povrch, nemusí být vždy tak 
snadné, jak se na první pohled m�že zdát. 
K problému lze p�istupovat i opa�ným sm�rem, tzn. p�idávat body vn� t�lesa. Vycházíme 
z p�edpokladu, že známe rozm�ry modelu a tedy obklopit jej n�kolika off-surface body 
(vn�jší body obvykle mají kladnou funk�ní hodnotu) by nem�l být problém.  
Oba zmi�ované p�ístupy však trpí dv�ma hlavními problémy. Prvním je, že takto p�idané off-
surface body jsou získány hrubým odhadem, p�edevším co se funk�ní hodnoty t�chto bod� 
tý�e. Obecn� se v obou p�ípadech (body uvnit� �i vn�) hodnoty skute�n� pouze odhadují, 
takže ve výsledku mohou negativn� ovlivnit tvar hledaného povrchu.  
 
Je-li možné na daných datech n�jakým zp�sobem ur�it �i alespo� odhadnout normály, je 
nejlepším �ešením patrn� použití znaménkové funkce (signed-distance function), kde id  je 
vzdálenost k nejbližšímu povrchovému bodu. Znaménko hodnoty id  se pak nastaví podle 
umíst�ní off-surface bodu – body vn� povrchu mají hodnotu kladnou, zatímco body uzav�ené 
povrchem mají tuto hodnotu zápornou. Tyto off-surface body jsou generovány ve sm�ru 
normály povrchu a m�ly by mít ur�eno, zda jsou vn� �i uvnit� povrchu.  
 

 
Obrázek 2.6.2.1.A 

 
Zkušenosti ukázaly, že je dobré pro každý bod mít dva off-surface body – jeden uvnit� a jeden 
vn� povrchu. Je t�eba si však uv�domit, že v takovém p�ípad� se lineární systém zv�tší na 
trojnásobek oproti situaci, kdy bychom ho vytvá�eli pouze ze známých vstupních bod�! 
Problémem však stále z�stává jak správn� ur�it normálu pro p�idání off-surface bodu a také 
ur�ení vzdálenosti od povrchu, viz obrázek:  
 

 
Obrázek 2.6.2.1.B: Vlevo: povrchové body získané laserovým scannerem jsou zobrazeny 
zelen�, �erven� jsou pak nejvzdálen�jší vn�jší off-surface body, mod�e nejvzdálen�jší vnit�ní 
off-surface body. Uprost�ed: správné ur�ení vzdáleností off-surface bod�. Vpravo: špatné 
ur�ení vzdáleností off-surface bod�. [Carr01] 
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V našem p�ípad�, kdy máme nerovnom�rn� rozložená vstupní data, musíme normály 
odhadnout z okolí každého bodu. To zahrnuje odhad nejen sm�ru normály, ale také zda mí�í 
z povrchu ven �i dovnit�. Množinu bod� m�žeme nap�íklad lokáln� aproximovat rovinou 
k ur�ení t�chto informací. K odhadu polohy bodu (uvnit� �i vn�) m�žeme použít nap�. polohu 
scanneru je-li známa. Obecn� je obtížné tento odhad provést kdekoliv, našt�stí není nutné 
odhadovat normálu v každém bod�. Pokud není n�která zjišt�ná hodnota v konkrétním bod� 
jednozna�ná, normálu v tomto bod� jednoduše neur�íme. Stále máme v daném míst� 
informaci z povrchového bodu. 
Jestliže máme ur�enou množinu normál, musíme zajistit, aby neprotínaly jiné �ásti povrchu, 
jinak získáme nevhodné off-surface body. Vhodný off-surface bod je takový, že jemu 
nejbližší povrchový bod je bodem, který ho generuje. Pokud tomu tak není, dostáváme špatné 
výsledky, jak jsme mohli vid�t na obrázku 2.6.2.1.B vpravo, kdy byly off-surface body 
umíst�ny vždy v konstantní vzdálenosti od povrchu.  
 

2.7. �ešení lineárního systému  
V této kapitole si p�edstavíme vybrané metody �ešení soustavy lineárních rovnic. 
 

2.7.1. LU rozklad 
�astou metodou pro �ešení soustavy rovnic je LU rozklad, p�edevším díky své jednoduchosti 
a schopnosti �ešit n�kolik systém� se stejnou maticí A  a r�zným vektorem pravých stran b .  
Každá regulární �tvercová matice A  m�že být zapsána jako sou�in matic =A LU . Dolní 
trojúhelníková matice L  má na hlavní diagonále jedni�ky a nad ní pouze nuly, zatímco horní 
trojúhelníková matice U  má nuly pod diagonálou. Jedni�ky na diagonále matice L  nám 
zaru�ují existenci pouze jednoho LU rozkladu matice A . Fáze, kdy se daná soustava p�evádí 
na soustavu s horní a dolní trojúhelníkovou maticí bývá ozna�ována jako tzv. p�ímý chod. 
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.  ( 2.7.1.1) 

 
Výpo�et �ešení soustavy (ozna�ován jako zp�tný chod) je pak  
 

 
= =Ax LUx b  

Ly = b  
Ux = y .  

( 2.7.1.2) 

 
Soustavu lineárních rovnic lze, jak již bylo uvedeno, �ešit se stejnou maticí A  (resp. jejím LU 
rozkladem) pro r�zné vektory pravých stran b . Této vlastnosti lze dokonce využít pro �ešení 
soustavy s více pravými stranami sou�asn�.  
Vektor pravých stran b  nahradíme maticí 1 2 nB = (b ,b , ,b )� , kde ib  jsou r�zné pravé strany. 
Obdobn� upravíme i x  a y  na matice stejného typu jako je nyní B . Potom platí, že i-tý 
sloupec matice 1 2 nX = (x , x , , x )�  je �ešením pro i-tý sloupec ib  matice pravých stran B . 
Výše uvedené vlastnosti lze s výhodou využít nap�. p�i rekonstrukci obraz� pomocí RBF, kdy 
lze spo�ítat �ešení pro všechny t�i barevné složky RGB najednou (tzn. nalézt �ešení pro 
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vektory pravých stran odpovídající jednotlivým barevným složkám). Výpo�et se oproti 
p�ípadu, kdy �ešíme každou barevnou složku samostatn� (stále však s využitím jednoho a 
téhož LU rozkladu matice A ) zkrátí p�ibližn� na polovinu. 
Pro LU rozklad (p�ímý chod) je pot�eba 2n3/3 operací, pro zp�tný chod n2 operací. 
 

2.7.2. Choleského rozklad  
N�kdy ozna�ován též jako tzv. odmocninová metoda. Pokud je symetrická matice A  
pozitivn� definitní, m�žeme zvolit podmínky �ešení takové, že U  je rovno transponované 
matici L . Pro dolní trojúhelníkovou matici s kladnými prvky na diagonále L  a její 
konjugovanou transpozici *L  platí tedy *LL = A . Pro matici A , spl�ující výše uvedené 
požadavky, Choleského rozklad vždy existuje a je práv� jeden. 
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Pro 1, ,i n= �  a 1, ,j i n= + �  dostaneme 
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Protože matice A  je symetrická a pozitivn� definitní, bude výraz pod odmocninou vždy 
kladný a všechny hodnoty ijl  reálné.  

P�i �ešení lineárního systému =Ax b  postupujeme tak, že nejprve získáme Choleského 
rozklad TA = LL , potom vy�ešíme Ly = b  pro y  a nakonec TL x = y  pro x : 
 

 

TAx = LL x = b  
Ly = b  

TL x = y .  
( 2.7.2.3) 

 
Pro Choleského rozklad je pot�eba n3/3 operací a je tedy dvakrát efektivn�jší než LU rozklad. 
 

2.7.3. SVD rozklad (Singulární rozklad matice) 
Pro každou matici A  (i singulární) lze nalézt její SVD rozklad, vyjád�ený sou�inem t�í matic 
 
 = TA USV , ( 2.7.3.1) 
 
kde U  a V  jsou matice unitární (tzn. matice pro které platí = =T TUU U U I  a 

=T TVV = V V I ). Matice U  je tvo�ena vlastními vektory matice TAA , matice V  pak 
obsahuje vlastní vektory matice TA A .  
S  je matice diagonální s nezápornými prvky iis , což jsou tzv. singulární �ísla matice A , 
umíst�né na diagonále sestupn� 
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0
0 0
� �

= � �
� �

D
S , 11 22( , , , )nndiag s s s=D �  11 22 33 0nns s s s≥ ≥ ≥ ≥ >�  

 
Využití p�i �ešení soustav lineárních rovnic: 
Pro soustavu =Ax b  hledáme matici +A  tak, aby platilo = +x A b .  

=Ax b   
 =TUSV x b  
 

Z této rovnice postupným násobením vhodné matice zleva získáme hledaný tvar matice A+  
 

( ) =T T TU U SV x U b   /    vynásobíme zleva TU  

( ) =-1 T -1 TS S V x S U b  /    vynásobíme zleva -1S  

( ) =T -1 TVV x VS U b   /     vynásobíme zleva V  

 
Získali jsme tedy: 
 
 = -1 Tx VS U b , ( 2.7.3.2) 
 
z �ehož plyne 

 
 =+ -1 TA VS U . ( 2.7.3.3) 

 
Žádnou inverzi (abychom získali -1S ) není pot�eba d�lat, protože pro diagonální matici platí, 
že její inverzní matice má hodnoty na diagonále p�evrácené.  
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22
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�

.  ( 2.7.3.4) 

 
Pokud je matice A  singulární, pak +A  získaná popsaným zp�sobem je tzv. pseudoinverzní. 
Pro SVD rozklad je pot�eba 26n3 operací. 
 

2.7.4. Inverze blokové matice 
Pro obecnou blokovou matici platí: 
 

 
1

( ) ( )
( ) ( )

−
� �+ − −� �

= � �� � − − −� �� � � �

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 -1

A B A A B D - CA B CA A B D CA B
C D D CA B CA D CA B

. ( 2.7.4.1) 
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V našem speciálním p�ípad� platí: 
 

 
( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

� � � �− −� �
= =� � � �� � − −� � � �� � � � � �

-1-1 -1 -1 T -1 -1 -1 T -1 T -1 -1 -1 T

T T -1 -1 -1 T T -1 -1 T

A P A A P P A P A P A P P A P A GFG GF
P 0 P A P A P P A P FG F

,  

 ( 2.7.4.2)  
 

kde 
 

 = -1G A P  a ( )=
-1TF P G  

 
Tato metoda je zde zmín�ná spíše pro zajímavost, nebo� výpo�et submatice F  je p�íliš 
náro�ný na to, abychom této metod� z hlediska rychlosti dále v�novali více pozornosti. 
 

2.7.5. GMRES (Generalized Minimal Residual) 
Iterativní metoda, jejímž výsledkem je pouze aproximace �ešení systému Ax = b . 
Myšlenka metody GMRES spo�ívá v minimalizaci rezidua, tj. vektoru r = Ax - b . GMRES 
pat�í mezi metody pracujícími s Krylovovými podprostory, tzn. že hledají �ešení v množin� 
 
 0 mx + K , ( 2.7.5.1) 

 
kde 0x  je po�áte�ní odhad a mK  (Krylov�v podprostor) je vektorový prostor generovaný 
množinou vektor� 
 
 { }span= 2 m-1

m 0 0 0 0K r , Ar , A r ,…, A r , ( 2.7.5.2) 

 
kde span  zna�í lineární obal a 0 0r = b - Ax . Aproximace jsou pak ve tvaru 
 
 1( )mq −≈ +-1

m 0 0A b x = x A r , ( 2.7.5.3) 

 
p�i�emž 1mq − ozna�uje polynom stupn� nejvýše m - 1 . 
 
Vlastnosti Krylovových podprostor�: 
Definujme Agrade ( )v  jako stupe� minimálního polynomu p vektoru v , tj. nenulového 
polynomu nejnižšího možného stupn�, pro n�jž platí  p( )  = 0A v . Potom platí: 
 
V�ta: Nech� Am = grade ( )v . Pak mK  je invariantní s A  a platí m lK = K  pro všechna l m≥   

V�ta: Krylov�v podprostor mK  má dimenzi m práv� tehdy, když grade( ) m≥v . 
 
Z t�chto v�t vyplývá, že dim( )= min{m,grade( )}mK v . 
D�ležitou �ástí metody je konstrukce posloupnosti ortogonálních vektor�. Po vygenerování 
nového vektoru je nutné provést ortogonalizaci vzhledem k p�edchozím a tedy s rostoucím 
po�tem iterací roste i �as pot�ebný k provedení další iterace. V praxi se tedy �asto používá 
restartovaný GMRES – GMRES(m), kdy se po m iteracích celá posloupnost vygenerovaných 
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vektor� zahodí a dosažený výsledek se použije jako inicializace pro další posloupnost iterací. 
Neexistuje však univerzální zp�sob, jak ur�it optimální m pro daná vstupní data – pokud je 
zvolena p�íliš velká hodnota, m�že to mít výrazný dopad na rychlost výpo�tu.  
Pro GMRES(m) je pot�eba (2m+7)n operací, kde m je po�et iterací a n je po�et prvk�. 
 

2.8. Urychlovací techniky 
RBF metoda je výpo�etn� velice náro�ná, proto existuje mnoho r�zných zp�sob�, jak metodu 
urychlit. N�které z nich jsou založeny na preprocessingu (nap�. redukce vstupní množiny 
bod�) a jiné na urychlení �ešení lineárního systému.  
 

2.8.1. Volba metody pro �ešení systému rovnic 
Jedna z možných urychlovacích metod m�že být také volba metody na �ešení lineárního 
systému rovnic. Více viz kapitola 2.7 �ešení lineárního systému. 
 

2.8.2. Použití CSRBF  
Pokud máme vhodná data a použijeme CSRBF funkce spole�n� s vhodnou datovou 
strukturou, jako je nap�. k-d strom, m�žeme dosáhnout významného urychlení. Více viz 
kapitola 2.5.3 Compactly Supported RBF. 
 

 
Obrázek 2.8.2: Množina bod� a výsledky interpolace povrchu pomocí CSRBF od nejhrubších 
až po nejjemn�jší [Ohtake03] 
 

2.8.3. Redukce bod� 
Základní RBF metoda používá všechny body ze vstupní množiny bod�. Ta samá vstupní data 
však mohou být aproximována se zadanou p�esností pomocí mnohem mén� bod�, viz obrázek 
 

 
Obrázek 2.8.3 [Carr01] 
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M�žeme zde použít algoritmus, který postupn� prokládá množinu bod� s definovanou 
p�esností. Postup algoritmu: 
 

1. Vyber podmnožinu ze všech n bod� a spo�ítej RBF pouze pro tuto podmnožinu 
2. Vypo�ítej rozdíl )( iii xff −=ε  ve všech bodech  

3. Pokud { }iεmax < požadovaná p�esnost, tak zastav vypo�et 

4. Jinak p�idej další body kde iε > požadovaná p�esnost 
5. P�epo�ítej RBF a jdi na 2. 

 
Pokud je v každém bod� ur�ena jiná p�esnost iδ , tak m�že být podmínka ve 3. kroku 
nahrazena podmínkou ii δε <|| . 
Redukce po�tu bod� není pot�eba, pokud je použita FMM metoda popsaná dále.  
 

2.8.4. Partition of unity (POU) 
Základní myšlenkou této metody je rozd�lení množiny bod� na n�kolik menších, vzájemn� se 
p�ekrývajících oblasti, které jsou odd�len� vy�ešeny. Výsledek je poté získán kombinací 
lokálních funkcí za použití p�íslušných vah.  
Za p�edpokladu, že celou množinu rozd�líme do m podoblastí s p�ibližn� stejným po�tem 
bod�, bude každá podoblast obsahovat pr�m�rn� n/m bod�. 	ešení lineárního systému pak 
pot�ebuje m(n/m)3 operací. Lze-li podíl n/m brát jako konstantu, klesne složitost na n, protože 
je lineární vzhledem k po�tu bod� [Tobor04] a  [Wu05]. 
 

    
Obrázek 2.8.4: Vlevo: Schéma hierarchického rozd�lení vstupní množiny na p�ekrývající se 
oblasti. Vpravo: P�íklad rozd�lení celého prostoru [Wu05]. 

 

2.8.5. Multi-level interpolace 
Jako bázové funkce tato metoda používá CSRBF a t�ží tedy z jejich výhod, p�edevším 
�ídkosti matice. Metoda rozd�lí vstupní množinu bod� do hierarchické struktury podobné 
octree a poté pokra�uje interpolací zp�sobem, kdy tvar objektu postupn� zp�es�uje rekurzivní 
interpolací podprostor�. P�i každém kroku využívá jiný polom�r p�sobnosti. 
Základní myšlenkou je za�ít s velkou množinou bod� za použití hladké bázové funkce 
k získání hrubého tvaru objektu. V každém dalším kroku se vezme menší množina bod� a za 
použití mén� hladké bázové funkce s menším polom�rem p�sobnosti se postupn� na objektu 
formují detaily. T�mito postupnými aproximacemi tvaru se získává výsledný objekt. Tato 
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metoda odstra�uje nedostatky CSRBF, která ve své základní podob� m�že vytvá�et na 
objektu díry v d�sledku omezeného polom�ru p�sobnosti [Ohtake03]. 
 

 
Obrázek 2.8.5 [Ohtake03] 

 

2.8.6. Fast Multipole Method (FMM) 
Využívá zmenšení p�esnosti výpo�tu, takže pouze aproximuje data. Základem je ur�ení 
p�esnosti výpo�tu, která je rozhodující pro kvalitu výsledné aproximace.  
Na za�átku algoritmu je prostor hierarchicky rozd�len (quadtree �i octree). Pak pro výpo�et 
konkrétního bodu rozd�lí vstupní body do dvou skupin – near field, obsahující blízké body a 
far field, obsahující vzdálené body. Zatímco p�ísp�vky blízkých bod� (near filed) jsou 
vypo�ítány p�esn�, pro p�ísp�vky vzdálených bod� je použito n�kolik Laurentových rozvoj�. 
V tomto smyslu je za Laurent�v rozvoj považován rozvoj platný mimo ur�itý polom�r. Každý 
z t�chto rozvoj� je pak zakombinován do jednoho výsledného Taylorova rozvoje, který pro 
naše pot�eby znamená rozvoj platný uvnit� ur�itého polom�ru. Skute�nost, že tyto rozvoje – 
p�edevším výsledný Taylor�v rozvoj – mohou být vyhodnoceny mnohem rychleji než p�esný 
výpo�et far field p�ísp�vk� znamená podstatné urychlení FMM oproti p�ímému vyhodnocení 
nap�. LU rozkladem [Mullan04]. P�ípadné zájemce odkazuji na www stránky patrn� 
nejvýznamn�jšího odborníka na FMM – R. Beatsona [Beatson_WWW].  
D�ležitým faktem a sou�asn� velkou nevýhodou FMM metody je ta skute�nost, že je velice 
náro�ná na implementaci. 
Pro FMM je pot�eba n.log n operací. 
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3. Realiza�ní �ást 
V této kapitole se seznámíme s použitými metodami, ukážeme zp�soby jejich �ešení a 
navrhneme n�která nová �ešení, nakonec si uvedeme a zhodnotíme dosažené výsledky. 
Kapitola je rozd�lena na dv� �ásti, kde první z nich se zabývá rekonstrukcí poškozených 
obraz� a druhá pak extrakcí iso�ar (2D) resp. isoploch (3D) pomocí RBF. 
 

3.1. Rekonstrukce obraz� 
Obrazy (fotografie) mohou být poškozeny n�kolika typy poškození. Mohou být ozna�eny 
n�jakým textem �i logem (nap�. fotografie, na níž je umíst�na zna�ka autorství, nap�. serveru 
kde byla publikována �i se m�že jednat o zám�rné znehodnocení náhledu textury, kdy za 
poplatek dostane zájemce texturu nepoškozenou). Tento typ se ozna�uje jako inpainting. 
Dalším, v podstat� totožným, typem je poškození textem p�es plochu obrazu (nap�. reklamní 
text p�es pozadí �i dokumentující informace). Charakterov� úpln� jiným typem poškození je 
šum, který se p�imísil do obrazové informace nap�. slabým televizním signálem, p�enosem na 
dlouhé vzdálenosti �i prachem. Jiným typem poškození m�že být pravidelné opakování 
n�jakého vzoru. 
Rekonstrukce obraz� pomocí RBF zvládne všechny výše zmi�ované typy poškození.  
Výsledky jsou samoz�ejm� závislé na množství známé informace, zejména v blízkém okolí 
poškozeného bodu. Lze o�ekávat, že u velkých souvislých poškozených ploch bude kvalita 
rekonstrukce postupn� klesat s tím, jak se bude vzdálenost práv� rekonstruovaného pixelu 
vzdalovat od okraje oné plochy. Na okrajích totiž stále známe informace z okolních bod�, ale 
s každým následujícím rekonstruovaným bodem, vzdalujícím se od okraje, se dále ší�í a 
akumuluje chyba, ke které se b�hem interpolace dopouštíme a které se nevyhneme.  
 
Pro rekonstrukci obraz� je pot�eba definovat v obrazu oblast, kterou chceme opravit. Tuto 
oblast se m�žeme pokusit n�jakým zp�sobem lokalizovat automaticky, k tomu bychom však 
pot�ebovali informace o zp�sobu poškození. Další možností je nechat na uživateli, aby 
n�jakým zp�sobem ozna�il oblast poškození. Nutno poznamenat, že bez tohoto uživatelského 
zásahu se pro poškození inpaintingem neobejdeme. Pro naše p�ípady jsme zvolili variantu, 
kdy máme krom� poškozeného obrazu ješt� obraz druhý, definující oblast poškození maskou. 
Tato maska je pak nejlépe �ernobílý obraz, kde �erné pixely ozna�ují poškození a tedy místo, 
kde chceme provést rekonstrukci. 
 

   
Obrázek 3.1:  a) Originální obraz, b) maska, c) poškozený obraz  

 
V následujícím textu se seznámíme s algoritmem Ing. Uhlí�e [Uhlir05], který také využívá 
RBF interpolaci, dále si p�edstavíme algoritmus nový, ukážeme si rekonstrukci lineární 
interpolací a provedeme srovnání t�chto metod se zam��ením p�edevším na vizuální kvalitu 
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rekonstrukce. Ukážeme si výsledky a provedeme testy vlivu zvolené bázové funkce a 
polynomu a také vlivu velikosti okolí, ze kterého chceme rekonstruovat na výslednou kvalitu 
rekonstrukce. Zmíníme také interpolaci v n�kolika vybraných barevných systémech. 
 

3.1.1. Testovací obrazy a masky 
Nejprve zavedeme zna�ení vybraných obraz� a masek, na které se budeme dále odkazovat 
uvedenými názvy. Rozm�ry všech obraz� i masek jsou 512x512. 
 
Obrazy: 

   
  Fruit    Gradient   Lena 

 
Masky: 
P�ipome�me, že �erná barva ozna�uje oblast poškození a tedy místo, které chceme 
zrekonstruovat.  
 

   
Fun     Grid    Noise45,815% 
 

  
Noise95,503%    Wide 

 



Aplikace Radiálních bázových funkcí      Ji�í Zapletal 
 

 
Západo�eská univerzita v Plzni (2007) 

 
33 

Maska Grid byla vytvo�ena tak, že jsme každý lichý �ádek a sloupec obrazu ozna�ili jako 
vadný, tzn. známe pouze ¼ pixel�. Noise95,503% je extrémní šum, dosahující 95,503% 
poškození obrazu. 
 

3.1.2. Algoritmy zpracování obrazu 
Pro rekonstrukci obrazu m�žeme volit mezi dv�ma základními p�ístupy: 
 

Globální p�ístup 
V globálním p�ístupu se hledané koeficienty iλ  (v p�ípad� použití rozší�eného lineárního 
systému i koeficienty iγ ) spo�ítají pro všechny nepoškozené pixely najednou. 
 
- výhody: pouze jedno vyhodnocení lineárního systému pro celý obraz, jeden pr�chod 

obrazem 
 
- nevýhody: velká pam��ová a výpo�etní náro�nost matice vysokého �ádu.  

Podívejme se na názorný p�íklad – �ád matice lineárního systému vychází ze sou�inu 
rozm�r� obrazu, od kterého ode�teme po�et poškozených pixel�. Nap�. pro obraz o 
velikosti 512x512 s 50% poškozením dostáváme matici �ádu 131072 (+ 0 až 6 podle 
typu použitého rozši�ujícího elementu).  
Jenom uložení takové matice v pam�ti, kdy každá její položka je typu double, zabere 
131072 * 131072 * 8 byt� = 128GB!  
 
V p�ípad� rekonstrukce obraz� je vzájemný vliv vzdálených pixel� velice diskutabilní. 
Proto se v následujícím textu globálním p�ístupem již nebudeme zabývat. 

 
Lokální p�ístup 
V tomto p�ípad� pracujeme vždy jen s �ástí rekonstruovaného obrazu. Pro každý 
poškozený pixel nalezneme okolí v zadaném polom�ru r  následujícím zp�sobem.  
Vytvo�íme okno o rozm�rech (2 1) (2 1)r x r+ +  (není-li �e�eno jinak) takovým zp�sobem, 
že v obou sm�rech os x  a y  obrazu se posuneme o r  pixel� a nalezneme „bounding 
box“. Z n�j pak vybereme pouze nepoškozené pixely, ze kterých vytvo�íme lineární 
systém. Ostatní body obrazu neovlivní výsledek interpolace. Tedy nap�. pro polom�r 2 
nalezneme okno o velikosti 5x5, p�i�emž uprost�ed tohoto okna se nachází práv� 
zpracovávaný poškozený pixel, jehož interpolant chceme vypo�ítat. Celý postup 
opakujeme, dokud v obraze zbývají nezrekonstruované pixely. 
 
- výhody: lineární systém je malého �ádu a výpo�et je tedy rychlejší. Do výpo�tu také 

nezahrnujeme vzdálené pixely, které mohou pouze zanášet chybu.  
 
- nevýhody: opakovaný výpo�et koeficient� iλ  (resp. iγ ) tzn. vyhledávání okolí, 

sestavení a vy�ešení lineárního systému, opakující se pro každý poškozený pixel 
 
Zvolení lokálního p�ístupu k rekonstrukci s sebou nese pot�ebu nastavit n�které další 
parametry, zásadn� ovliv�ující výslednou rekonstrukci:  
polom�r okolí, sm�r pohybu po obraze, vyhledávání okolí + jeho p�ípadná úprava a 
vyhledávání a p�eskakování d�r  
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Algoritmus lokálního p�ístupu zapsaný v pseudokódu: 
 

while ((pocet_poskozenych_pixelu > 0) && pixely_lze_jeste_rekonstruovat) 
{ 
    for (int i = 0; i < M; i++) 
        for (int j = 0; j < N; j++) 
        { 
            if (pixel_je_poskozeny) 
            { 
                okoli = Najdi_okoli_pixelu(i, j, polomer_okoli); 
                bVect = Vytvor_vektor_pravych_stran(okoli); 
                A = Vytvor_linearni_system(i, j, okoli); 
                lambdaVect = Vyres_linearni_system(A, bVect); 
                pixel = Vypocitej_pixel(i, j, okoli, lambdaVect); 
                pocet_poskozenych_pixelu--; 
            } 
        } 
} 

 
A. Polom�r okolí 
Volba polom�ru okolí je velice d�ležitým faktorem, ovliv�ujícím výsledek interpolace. 
Udává, kolik informace z okolí se má pro interpolaci práv� zpracovávaného pixelu použít. Pro 
rozsáhlé poškození je jeho volba klí�ová, protože v okolí bodu se p�i takovém druhu 
poškození vyskytuje jen n�kolik málo známých bod� a interpola�ní funkce procházející jen 
t�mito n�kolika málo body se m�že chovat nevhodn�. Jinou možnost, jak tuto nežádoucí 
situaci vy�ešit si ukážeme v kapitole 3.1.3.2 P�idávání bod� (AddWeightedAveragePoints). 
Z výše uvedeného vyplývá, že �ím v�tší polom�r okolí zvolíme, tím lepších výsledk� 
dosáhneme. Ovšem pozor – po ur�ité hodnot� jsou do interpolace zapojovány bu� body p�íliš 
vzdálené a zanášejí chybu nebo je rozdíl mezi touto a nižší hodnotou polom�ru neznatelný na 
kvalitu výsledné interpolace �i nevýhodný s ohledem na prodloužení doby výpo�tu.  Zde 
narážíme na fakt, že pro polom�r r  typicky vytvá�íme okno o rozm�rech (2 1) (2 1)r x r+ +  
s práv� zpracovávaným pixelem umíst�ným uprost�ed, které následn� prohledáváme na 
známé hodnoty pixel�.  

     
        1=r     2=r           3=r  
        8-okolí            24-okolí        48-okolí 
 
Pro polom�r 1=r  tedy získáme okno 33x , což znamená, že z takového okna m�žeme získat 
maximáln� 81331)12()12( =−=−++ xrxr  platných pixel�, a to v p�ípad�, že je poškozený 
pouze prost�ední (práv� zpracovávaný) pixel. Pokud nastane taková situace, získáme po 
vytvo�ení lineárního systému matici �ádu 8  (+ po�et p�ísp�vk� polynomu, tzn. celkový po�et 
koeficient� iγ . Konkrétn� 0 pro p�ípad bez polynomu, 1 pro konstantu, 3 pro lineární 
polynom a 6 pro kvadratický polynom). Pro polom�r 2=r  získáme obdobn� maximáln� 
matici �ádu  5 5 1 24x − = , pro polom�r 3=r  už máme matici �ádu 48, pro 4=r  �ádu 80 a tak 
dále. Je vid�t, že tato hodnota rychle roste a p�ihlédneme-li k tomu, že takovouto matici 
�ešíme pro každý poškozený pixel, snadno poznáme, že je pot�eba tuto hodnotu polom�ru 
držet na co nejnižší hodnot�, dávající dostate�n� kvalitní výsledky interpolace. 
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Uhlí� [Uhlir05] zmi�uje i jiné vzory volby okolí, než je pravidelné �tvercové okolí.  
 

     
          12-okolí            16-okolí             20-okolí 
 
Nakonec však ozna�il za nejvhodn�jší velikost okolí 24, tzn. polom�r 2=r . Tento polom�r 
dává skute�n� dobré výsledky, jak si ukážeme dále, za relativn� krátkou dobu výpo�tu. Pokud 
však chceme dosáhnout znateln� ješt� lepších výsledk�, použijeme 3=r , tzn. 48 okolí, 
ovšem za cenu delšího výpo�tu. Konkrétní p�íklady a jejich porovnání s ohledem na kvalitu 
výstupu i na �as výpo�tu si ukážeme dále v kapitole 3.1.6 Dosažené výsledky. 
 
Poznámka: pokud z okolí získáme po�et bod� menší �i roven po�tu koeficient� polynomu iγ  
(tzn. nap�. 3 pro lineární polynom), je vhodné tento bod neinterpolovat a vy�kat do další 
iterace, dokud nebude po�et platných pixel� v�tší. V p�ípad�, že interpolaci provedeme 
rovnou, získáme lineární systém, kde je po�et �ádek získaných ze známých pixel� menší než 
po�et �ádek náležících p�ísp�vk�m polynomu. Tyto p�ísp�vky polynomu pak nežádoucím 
zp�sobem p�íliš ovlivní �ešení systému, místo aby matici pouze ochránily p�ed singularitou. 
 
B. Sm�r pohybu po obraze  
Parametr, ovliv�ující z jakého sm�ru budeme zpracovávat obraz, tzn. i sm�r ší�ení chyby. 
P�iložené ukázky jsou rekonstrukcí Leny + Noise95,503%, byl použit námi navržený 
algoritmus s p�idáváním bod� (viz dále 3.1.2.2 Náš algoritmus).  
 

  
Obrázek 3.1.2.A: Celý poškozený obraz a jeho zv�tšený vý�ez vyzna�ené oblasti 

 
a. Zleva a zprava (LeftRight)  

Rekonstrukce probíhá pouze ve sm�ru osy x  obrazu a tedy se chyba ší�í horizontáln�. 
Algoritmus pracuje tak, že za�ne nejlev�jším pixelem na daném �ádku a otestuje ho, 
zda je poškozený a tedy je-li ho t�eba rekonstruovat. Jeho další chování na této �ádce 
závisí na zvoleném algoritmu (Uhlí� �i námi navržený). Pokud s daným �ádkem v této 
iteraci skon�il, p�esune se na �ádek následující a proces opakuje. 
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Obrázek 3.1.2.B: LeftRight rekonstrukce a jeho zv�tšený vý�ez. 

 
b. Shora a zdola (TopBottom) 

Liší se od p�edchozího pouze tak, že se rekonstruuje ve sm�ru osy y  obrazu a chyba 
se tedy ší�í vertikáln�. Metodu lze tedy nahradit použitím metody LeftRight, které na 
vstup dáme obraz oto�ený o 90 stup��. Z tohoto d�vodu se jí dále zabývat nebudeme. 

 

  
Obrázek 3.1.2.C: TopBottom rekonstrukce a jeho zv�tšený vý�ez. 

 
c. Zleva a zprava + Shora a zdola (LeftRightTopBottom) 

Metoda nejprve provede LeftRight, poté TopBottom rekonstrukci a až poté p�ejde 
k další iteraci (opraví body, které zatím nem�ly dostatek známých bod� v okolí).  
Metoda dává velice dobré výsledky, informace z okolí je do poškozené oblasti ší�ena 
z obou os obrazu a tedy se odstraní artefakty objevující se na obou p�edchozích 
metodách, kdy je na první pohled z�ejmé v jakém sm�ru k rekonstrukci došlo. Chyba 
se tedy také rozptyluje do okolí v obou osách obrazu a to takovým zp�sobem, že obraz 
vypadá nejlépe ze všech popsaných sm�r�, nicmén� pon�kud rozmazan�. 
 

  
Obrázek 3.1.2.D: LeftRighTopBottomt rekonstrukce a jeho zv�tšený vý�ez. 
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Samoz�ejm� lze obraz procházet i v jiných kombinacích sm�r�, tímto jsme si pouze nastínili 
základní možnosti a jejich vliv na výsledek rekonstrukce. 
 
C. Vyhledávání okolí + jeho p�ípadná úprava 
Zde se pouze odkážeme na následující kapitoly, které se zabývají t�mito problémy. Konkrétn� 
kapitola 3.1.3.3 Dynamické vyhledávání soused� (DynamicNeighbourhood) pro popis 
alternativního zp�sobu vyhledávání okolí. Pro upravení tohoto okolí a vysv�tlení d�vod�, 
které nás k n��emu takovému mohou vést viz kapitola 3.1.3.2 P�idávání bod� 
(AddWeightedAveragePoints). 
 
D. Vyhledávání a p�eskakování d�r 
Další možnou volbou p�i zpracovávání poškozeného obrazu je ur�ení zp�sobu, jak se 
vypo�ádat s nalezenou dírou. Dírou rozumíme �adu n�kolika poškozených pixel� 
bezprost�edn� za sebou, o délce rovné minimáln� velikosti polom�ru okolí. 

 
Obrázek 3.1.2.E: 

 
Jsou dv� možnosti, jak této problematice �elit: 
 

P�ímá rekonstrukce 
Každý pixel je okamžit� opraven (výjimkou je situace kdy neznáme dostatek okolních 
bod�, tzn. mén� než po�et koeficient� polynomu) a m�že být hned použit pro následující 
poškozený pixel (i bezprost�edn� sousedící) jako známý bod. Metoda má málo iterací, 
v ideálním p�ípad� pouze jednu. V situaci, kdy je iterací pot�eba více (popsána výše  - 
nedostatek okolních bod�), odložíme rekonstrukci daného bodu až na další iteraci.  
Nevýhodou tohoto p�ístupu je rychlý vznik, akumulace a následné ší�ení chyby, protože se 
pixel opravuje okamžit�, jakmile na n�j algoritmus narazí, tém�� bez ohledu na stav okolí 
(op�t krom� zmín�né situace nedostatku bod� v okolí). Chyba se vždy resetuje, když 
algoritmus narazí na platný pixel, takže po zrekonstruované oblasti, kde byla p�vodn� díra 
se náhle objeví pixel s jinou barevnou hodnotou, což vede k nep�irozeným skok�m a 
ostrým zm�nám v obraze. 
 
Vícepr�chodová rekonstrukce – detekce d�r 
Tato rekonstrukce se p�i nalezení díry zachová tak, že zrekonstruuje pouze její krajní 
pixel, zbytek p�esko�í a nechá si na další iteraci. Konkrétní chování si rozebereme 
v následující �ásti u popisu algoritm�. Tato metoda tedy evidentn� vede k rekonstrukci 
probíhající v n�kolika iteracích. Lze o�ekávat lepší výsledky, nebo� nalezené již 
zrekonstruované pixely v okolí budou mít menší chybu než u p�ímé rekonstrukce. Tato 
metoda bude tedy v dalším textu používána, nebude-li �e�eno jinak. V následujícím 
srovnání byl použit námi navržený algoritmus s p�idáváním bod�. Všimn�me si ostrého 
skoku u p�ímé rekonstrukce na spodní hran� poškozené oblasti. 
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Obrázek 3.1.2.F: Poškozený obraz, rekonstrukce p�ímou metodou, rekonstrukce 

vícepr�chodovou metodou. 
 

3.1.2.1. Algoritmus Ing. Uhlí�e 
[Uhlir05] Algoritmus je založen na myšlence, že jakmile nalezneme díru a opravíme její první 
pixel, provedeme p�íkaz break, který ukon�í zpracování �ádky (pro LeftRight sm�r 
zpracovávání). Poté tu samou �ádku projdeme od druhého konce, tedy nej�ast�ji zprava a op�t 
rekonstruujeme do té doby, dokud nenalezneme další díru. Op�t opravíme její první krajní 
pixel (napravo) a provedeme break. Teprve poté se algoritmus p�esune na následující �ádku a 
proces opakuje. Metoda postupn� od kraj� „vyžírá“ poškozené pixely. Její nevýhodou je 
velký po�et iterací.  
 
Uhlí��v LeftRight algoritmus zapsaný v pseudokódu: 
 
while ((pocet_poskozenych_pixelu > 0) && pixely_lze_jeste_rekonstruovat) 
{ 
    for (int i = 0; i < M; i++) 
    { 
        for (int j = 0; j < N; j++) 
        { 
            if (pixel_je_poskozeny) 
            { 
                okoli = Najdi_okoli_pixelu(i, j, polomer_okoli); 
                bVect = Vytvor_vektor_pravych_stran(okoli); 
                A = Vytvor_linearni_system(i, j, okoli); 
                lambdaVect = Vyres_linearni_system(A, bVect); 
                pixel = Vypocitej_pixel(i, j, okoli, lambdaVect); 
                pocet_poskozenych_pixelu--; 
           if (napravo_je_dira) break; 
            } 
        } 
        for (int j = N - 1; j >=0 ; j--) 
        { 
            if (pixel_je_poskozeny) 
            { 
                okoli = Najdi_okoli_pixelu(i, j, polomer_okoli); 
                bVect = Vytvor_vektor_pravych_stran(okoli); 
                A = Vytvor_linearni_system(i, j, okoli); 
                lambdaVect = Vyres_linearni_system(A, bVect); 
                pixel = Vypocitej_pixel(i, j, okoli, lambdaVect); 
                pocet_poskozenych_pixelu--; 
           if (nalevo_je_dira) break; 
            } 
        } 
    } 
} 
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Obrázek 3.1.2.1: Uhlí��v algoritmus, pr�b�h LeftRighTopBottom rekonstrukce s p�idáváním 

bod� pro Lena + Noise95,503%. Rekonstrukce po 60., 120. a 180. iteraci. 
 

3.1.2.2. Náš algoritmus 
Nyní si p�edstavíme nový vlastní algoritmus zpracování poškozeného obrazu. Algoritmus, na 
rozdíl od Uhlí�ova, po nalezení díry a oprav� krajního pixelu neukon�í zpracování �ádky 
p�íkazem break, ale opraví i koncový pixel díry (pravý) a pokra�uje na �ádce ve zpracovávání, 
dokud nenarazí na její konec. Proces dále opakujeme na následující �ádce. Metoda oproti 
Uhlí�ovi ve v�tšin� p�ípadu sníží po�et iterací i výpo�etní �as a podává lepší výsledky. 
 
Námi navržený algoritmus LeftRight zapsaný v pseudokódu: 
 
while ((pocet_poskozenych_pixelu > 0) && pixely_lze_jeste_rekonstruovat) 
{ 
    for (int i = 0; i < M; i++) 
    { 
        for (int j = 0; j < N; j++) 
        { 
  if (pixel_vpravo_je_NEposkozeny) dira = false; 
 
            if (pixel_je_poskozeny && !dira) 
            { 
                okoli = Najdi_okoli_pixelu(i, j, polomer_okoli); 
                bVect = Vytvor_vektor_pravych_stran(okoli); 
                A = Vytvor_linearni_system(i, j, okoli); 
                lambdaVect = Vyres_linearni_system(A, bVect); 
                pixel = Vypocitej_pixel(i, j, okoli, lambdaVect); 
                pocet_poskozenych_pixelu--; 
           if (napravo_je_dira) dira = true;                                         
            } 
        } 
    } 
} 

   
Obrázek 3.1.2.2: Náš algoritmus, pr�b�h LeftRighTopBottom rekonstrukce s p�idáváním 

bod� pro Lena + Noise95,503%. Rekonstrukce po 1., 2. a 4. iteraci. 
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3.1.2.3. Bilineární interpolace 
Bilineární interpolace je kombinací dvou lineární interpolací, vypo�ítaných v obou osách 
obrazu. Použijeme tedy vzorce vycházející z následujícího nákresu: 
 

 
Obrázek 3.1.2.3.A: Výpo�et interpolantu v ose x 

 
Nejprve získáme interpolanty v obou osách: 
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( 3.1.2.3.1) 

 
Poté váhy t�chto interpolant�: 
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( 3.1.2.3.2) 

 
Výsledek je kombinací obou interpolant�: 

 
 x yinterpolant = interpolant_x* w + interpolant_y* w . ( 3.1.2.3.3) 

 
Výsledkem této interpolace je vytvo�ení plynulého p�echodu z nalezených okolních známých 
bod�. Zp�sob hledání t�chto bod� se liší od postupu, používaném pro vyhledávání známých 
bod� v okolí s definovaným polom�rem. Zde nám sta�í nalézt nejbližší levý a pravý pixel pro 
výpo�et interpolantu v ose x , pro výpo�et v ose y  obdobn� vyhledáme nejbližší spodní a 
horní známý bod. Hodnoty t�chto pixel� jsou pak ozna�ené ve vzorcích jako 2,1h h  a 2,1g g .  
 
Poznámka: pokud se nepoda�í nalézt všechny 4 body, provede se lineární interpolace pouze 
ve sm�ru osy, ve kterém jsme nalezli 2 známé pixely.  
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Obrázek 3.1.2.3.B: Bilineární interpolace využívající pouze p�vodní body Lena + 

Noise95,503%. Rekonstrukce po 15., 50. a 80. iteraci. 
 

3.1.3. Další navržená �ešení a vylepšení 
Krom� nalezení nového algoritmu, ozna�ovaném v celé práci jako náš algoritmus nebo 
navržený algoritmus, bylo navrženo n�kolik dalších postup�, které bu� urychlují výpo�et, 
nebo zlepšují vizuální kvalitu interpolace. Tato navržená �ešení si ukážeme v této kapitole.  
 

3.1.3.1. Ukládání inverzních matic 
Lineární systém pro vy�ešení každého pixelu je v obecném p�ípad� pot�eba vždy pro každý 
rekonstruovaný pixel znovu sestavit a vy�ešit. Tento problém je možné obejít a tím pádem 
výpo�et urychlit.  
P�ipome�me si, že matice lineárního systému osahuje i sou�adnice známých pixel� a pro 
výpo�et hodnoty radiální bázové funkce pot�ebujeme i jejich vzájemné vzdálenosti. 
Sou�adnice pixel� jsou v obecném p�ípad� zadávány v absolutních sou�adnicích, m�žeme je 
ovšem zadávat i v relativní vzdálenosti v��i práv� rekonstruovanému pixelu.  
Základním p�edpokladem této metody tedy je, že vytvá�ená matice bude obsahovat relativní 
sou�adnice okolních známých pixel�. Pro ur�ité typy poškození, nap�íklad poškození 
opakujícím se pravidelným vzorem, bude takových matic s relativními sou�adnicemi jen 
n�kolik. Pro lineární systém zapsaný  
 

=Ax b  
 
 lze nalézt �ešení ve tvaru  
 

= -1x A b . 
 
Sta�í tedy lineární systém sestavit, vypo�ítat k n�mu inverzní matici a tu uložit pro p�ípadné 
použití p�i rekonstrukci jiného pixelu, který bude mít stejnou matici konfigurace okolí. Již 
spo�ítané inverzní matice tedy m�žeme ukládat do kolekce typu Dictionary, kde každá z nich 
bude identifikovaná jednozna�ným hashem, spo�ítaným na základ� rozložení (konfigurace) 
známých bod� v okolí poškozeného pixelu. Hash tedy budeme po�ítat pro každý pixel a 
použijeme ho pro vyhledání již vypo�ítané matice v kolekci. Pokud spo�ítanému hashi 
v kolekci neodpovídá žádná uložená matice, vytvo�íme lineární systém, provedeme jeho 
inverzi a vložíme ho do kolekce. Pokud jsme matici v kolekci nalezli spo�tenou již 
z p�edchozí rekonstrukce, získáme koeficienty iλ  p�enásobením této matice vektorem 
pravých stran a dále postupujeme již klasickým zp�sobem k získání interpolovaného pixelu.  
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Jak již bylo �e�eno, tato metoda m�že významným zp�sobem urychlit výpo�et pro obrazy 
poškozené pravidelným vzorem nap�. rastrem. V takovém p�ípad� se lineární systém sestaví a 
invertuje pouze n�kolikrát pro celý obraz (v �ádu desítek �i stovek). Nevýhodou je z�ejmý 
nár�st spot�eby pam�ti pro ukládání matic, je-li konfigurací známých pixel� v okolí pro 
všechny poškozené body p�íliš mnoho. V takovém p�ípad� je navíc matice po�ítána �asto, 
takže metoda pak ztrácí svou výhodu. Také s rostoucími hodnotami polom�ru okolí roste i 
variabilita rozložení pixel� v okolí a tedy pot�eba po�ítat matici znovu pro tém�� každý 
rekonstruovaný pixel. 
Doporu�ením pro použití metody ukládání inverzních matic tedy je, �ešit výpo�et touto 
metodou v p�ípadech, kdy je v zadaném okolí každého poškozeného pixelu poškození 
podobného �i dokonce stejného typu jako u ostatních pixel�, �i pro poškození opakujícími se 
vzory a zárove� malým polom�rem okolí (tzn. pro polom�r menší �i roven p�ibližn� 3). 
 

3.1.3.2. P�idávání bod� (AddWeightedAveragePoints) 
Ukažme si situaci, kdy máme v okolí rekonstruovaného pixelu dostatek platných hodnot, 
nicmén� ty jsou v okolí rozloženy nežádoucím zp�sobem: 
 

 
Obrázek 3.1.3.2.A: Bílé pixely op�t p�edstavují známé body 

 
V uvedeném p�ípad� jsme sice p�i prohledání okolí nalezli dostate�ný po�et známých bod� a 
lze tedy provést rekonstrukci, z obrázku je však patrné, že tyto známé body jsou rozloženy 
velice nerovnom�rn�. Z horní a pravé �ásti nemáme tém�� žádnou informaci o hodnotách 
pixel� a spoléháme se na spodní a levou �ást. V takovýchto p�ípadech se ale pr�b�h 
interpolantu chová nevhodn�, jelikož v nedefinovaných oblastech si m�že d�lat „co chce“. 
Bylo by tedy vhodné ho v t�chto oblastech alespo� trochu omezit n�jakými dodate�nými 
podmínkami a zamezit mu, aby nap�. konvergoval k extrémním hodnotám.  
Pokusíme se tedy dodefinovat n�jaké další body. Nejprve je t�eba rozhodnout, zda je v té 
které oblasti pot�eba tyto body v�bec p�idat. Proto celé okolí rozd�líme do 4 kvadrant�: 
 

 
Obrázek 3.1.3.2.B 

 
Na za�átku algoritmu vygenerujeme 4 hashe podobn� jako p�i ukládání inverzních matic, 
ovšem pro p�ípady, že v daném kvadrantu není žádný známý bod. Takto získáme pro každý 
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kvadrant jeden hash, podle kterého jsme jednozna�n� schopni ur�it, ve kterém kvadrantu je 
pot�eba dodefinovat body. Nyní p�i každém prohledávání okolí na známé sousedy budeme 
generovat hash, jako u metody ukládání inverzních matic, jednozna�n� popisující konfiguraci 
okolí rekonstruovaného pixelu. Tento hash poté porovnáme s p�epo�ítanými hashi pro každý 
kvadrant, abychom zjistili, zda je pot�eba v p�íslušném kvadrantu body p�idávat. 
Zjistíme-li kvadrant bez definovaných bod�, provedeme operaci p�idání bodu. P�idávaný bod 
umístíme do v�tší vzdálenosti než je polom�r okolí. D�vodem je to, že tento bod budeme 
odhadovat a tím pádem zanášet do obrazu zám�rn� chybu, proto ho umístíme dále, než jsou 
hodnoty skute�n� nalezené v okolí, aby interpolant p�íliš neovliv�oval. Ur�ení správné 
vzdálenosti je prakticky nemožné, pokusy na r�zných typech poškození a polom�rech okolí 
jsme stanovili univerzální vzdálenost 10 pixel� v ose p�íslušného kvadrantu od 
rekonstruovaného bodu. 
Nyní se podívejme na zp�sob, jak v�bec nalézt pixel, který budeme do této vzdálenosti 
p�idávat. Nejprve se do této vzdálenosti podíváme, abychom zjistili, zda se tam n�jaký známý 
pixel již nenalézá – to proto, abychom si ho úpln� nevymýšleli. Pokud tam žádný takový pixel 
nenalezneme, nezbývá, než ho n�jakým zp�sobem odhadnout.  
Pro tento odhad jsme použili vážený pr�m�r všech již známých pixel� z okolí 
rekonstruovaného bodu.  P�ísp�vek každého takového pixelu (a tedy jeho váha) je dán jeho 
vzdáleností od rekonstruovaného bodu, která s rostoucí vzdáleností klesá. 
Nejprve tedy spo�ítáme sou�et vzdáleností všech pixel�: 
 

 �
=

=
n

i

[i]pixellactualPixecetanDisdistSum
0

),( , ( 3.1.3.2.1) 

 
 kde n  je po�et známých bod�. Výsledný pixel tedy získáme váženým pr�m�rem dle vzorce: 
 

 distSum[i]pixellactualPixecetanDis[i]pixellactualPixe
n

i

/),(*
0
�

=

= . ( 3.1.3.2.2) 

 
Metoda velice úsp�šn� zlepšuje kvalitu v�tšiny rekonstruovaných obraz�, ovšem v n�kterých 
situacích rekonstrukci ovliv�uje negativn�. P�íkladem budiž situace, kdy nepo�ítáme vážený 
pr�m�r, protože jsme v daném kvadrantu v oné univerzální vzdálenosti nalezli existující 
platný bod, který ovšem mezi body nalezené v regulérním okolí z podstaty obrazu nepat�í. 
 
Pro následující ukázky byl použit náš algoritmus, lineární polynom i bázová funkce, okolí=2: 
 

   
Obrázek 3.1.3.2.C: Lena +Wide, LeftRighTopBottom - poškozený obraz, bez p�idávání bod�, 

s p�idáváním bod� 
 



Aplikace Radiálních bázových funkcí      Ji�í Zapletal 
 

 
Západo�eská univerzita v Plzni (2007) 

 
44 

  
Obrázek 3.1.3.2.D: Lena + Noise95,503%, LeftRighTopBottom rekonstrukce bez p�idávání a 

s p�idáváním bod� 
 

   
Obrázek 3.1.3.2.E: Gradient+ Wide, LeftRight – poškozený obraz, bez p�idávání bod�, s 

p�idáváním bod� (zde naprosto selhává) 
 

3.1.3.3. Dynamické vyhledávání soused� (DynamicNeighbourhood) 
Alternativní metoda vyhledávání soused�. Byla inspirována vyhledáváním pot�ebných bod� u 
bilineární interpolace. Stejn� jako v p�ípad� bilineární interpolace, i zde nalezneme pro každý 
pixel nejbližší známý levý, pravý, horní a dolní pixel. Z t�chto 4 nalezených bod� vytvo�íme 
bounding box, který následn� prohledáme na platné pixely.  
Metoda je �asov� velice náro�ná, nebo� pro každý pixel je hledáno specifické okolí p�es 
bounding box, ve kterém není nijak výjime�né nalezení stovky �i tisíce platných pixel�. 
	ešení takové soustavy je pak výpo�etn� velice náro�né. Kombinaci této metody spole�n� 
s metodou ukládání inverzních matic d�razn� nedoporu�ujeme, nebo� tém�� každý pixel má 
jiný bounding box. Zárove� ukládání takto velkých matic do kolekce, by� jen pro pár p�ípad�, 
je prakticky nemyslitelné. 
Na druhou stranu metoda poskytuje velice dobré výsledky, ovšem cena za n� v podob� �asu 
výpo�tu je p�íliš veliká. Proto lze tuto metodu doporu�it pouze pro poškození s malým 
rozsahem. Navíc námi navržený algoritmus spole�n� s metodou AddWeightedAveragePoints 
dává velmi podobné výsledky za zlomek �asu.  
Níže vidíme porovnání výstup� (Lena + Noise95,503%) našeho algoritmu pro 
LeftRighTopBottom sm�r rekonstrukce, s polom�rem okolí = 2. V závorkách jsou uvedeny 
doby výpo�tu na testovacím stroji (uvedeme dále).  
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Obrázek 3.1.3.3: Metoda AddWeightedAveragePoints (21,9 s) a metoda 
DynamicNeighbourhood (601,7 s). Pokud bychom zvolili u p�idávání bod� v�tší polom�r 
okolí, dosáhneme výsledku velice podobnému metod� s dynamickým vyhledáváním soused� 
 

3.1.4. Barevné prostory 
Pro metodu bez p�idávání bod� �i rekonstrukci za pomocí kvadratického polynomu jsme 
�asto dostávali výsledky s rušivými barevnými artefakty. Jako p�vodce t�chto artefakt� jsme 
ozna�ili interpolaci v RGB prostoru, kdy je každá složka interpolována nezávisle a výsledný 
obraz získáme teprve smícháním výsledných RGB kanál�, p�i�emž každý kanál má na 
výsledek stejný vliv. Pokusili jsme se tedy provést interpolaci i v jiných barevných 
prostorech, konkrétn� CIE L*a*b*, YUV a XYZ.  
Prostory CIE L*a*b* a YUV se od RGB a XYZ liší p�edevším v tom, že mají odd�lenou 
intenzitu od chromacity. O�ekávali jsme tedy menší pravd�podobnost, že p�i interpolaci 
kanál� budou jejich hodnoty (a tedy i výsledné barvy) konvergovat k extrém�m, jako v RGB. 
Výsledky však byly p�ekvapiv� podobné interpolaci v RGB prostoru (Lena + Wide). 
 

   
  Obrázek 3.1.4.A: CIE L*a*b*         YUV 
 

   
RGB      XYZ 
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Zopakovali jsme experiment i na šedotónovém obraze, ovšem se stejným výsledkem: 
 

   
  Obrázek 3.1.4.B: CIE L*a*b*         YUV 

   
RGB      XYZ 

 
Z experimentu vidíme, že vliv barevného prostoru (n�kterého námi testovaného) na výsledek 
rekonstrukce je minimální a k barevným artefakt�m stále dochází. Tyto artefakty se vyskytují 
u rozsáhlého poškození, bez ohledu na použitý typ rozši�ujícího elementu. Jedním ze zp�sob�, 
jak je potla�it, je p�idáváním bod� (AddWeightedAveragePoints), nicmén� ani tehdy nemáme 
úsp�ch vždy zaru�en, zejména je-li použit kvadratický polynom. 

 

3.1.5. Metody porovnání výsledk� 
Pro porovnávání obraz� m�žeme vytvá�et rozdílové obrazy originálu a rekonstrukce, kde na 
výsledném obraze vidíme rozdíly mezi porovnávanými obrazy, které mohou být r�znými 
metodami zvýrazn�né. Jinou možností je použití n�jaké zavedené metriky. Pro v�tšinu z nich 
je velkou nevýhodou strojové zpracování, kdy obrazy identifikované po�íta�em jako rozdílné 
(nap�. kv�li nepatrnému barevnému posunu) jsou lidským okem vyhodnoceny jako totožné. 
Výsledky níže uvedených metod porovnávání odpovídají t�mto obraz�m (levý a pravý): 
 

   
Obrázek 3.1.5: Originální obraz       Lena + Wide       Rekonstrukce (náš algoritmus, 

    LeftRightTopBottom + p�idávání) 
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3.1.5.1. MSE 
Základní metrikou je st�ední kvadratická chyba (mean square error) neboli MSE. Jedná se o 
rozdíl obrazových hodnot, umocn�ný pro zvýrazn�ní chyby. Sou�et t�chto hodnot pro každý 
pixel obrazu, vyd�lený po�tem pixel� nám dá výslednou hodnotu MSE, tzn. pr�m�rnou chybu 
každého pixelu. Hodnotu po�ítáme pro každý RGB kanál zvláš� a také pro Grayscale obraz. 

 

 2( [ , ] [ , ])
M -1 N -1

i=0 j=0

1
MSE =  original i j reconstructed i j

MxN
−�� , ( 3.1.5.1.1) 

 
kde original  je originální obraz, reconstructed  je rekonstruovaný obraz, i  a j  jsou indexy 
tj. sou�adnice pixelu v obraze, M  je výška obrazu a nakonec N  je ší�ka obrazu. 
 
Platí, že �ím menší hodnota MSE, tím menší chyby jsme se dopustili a tedy tím lépe. V našem 
p�ípad� jsme dosáhli hodnot: 

MSE (R kanál) = 165,6995 
MSE (G kanál) = 212,0171 
MSE (B kanál) = 104,7286 
MSE ((R+G+B)/3) = 160,8151 
MSE (Grayscale) = 173,3145 

  

3.1.5.2. Vizualizace MSE 
MSE hodnotu lze také zobrazit jako jasovou hodnotu v každém pixelu a tedy jednoduše 
zjistit, kde se originální a rekonstruovaný obraz liší. V našem p�ípad� jsme vykreslovali 
neumocn�ný rozdíl originálního a rekonstruovaného obrazu, tedy: 

 
 [ , ] [ , ])pixel[i, j] = Abs( original i j reconstructed i j− . ( 3.1.5.2.1) 
 
Nulový rozdíl, tedy místo, kde je originál i rekonstruovaný obraz shodný, má tedy z�ejm� 
hodnotu 0, což vyjád�eno jako jas pixelu, znamená �erný pixel. �ím je pixel sv�tlejší, tím 
v�tší chyby jsme se rekonstrukcí dopustili. Tuto hodnotu m�žeme také invertovat tak, že ji 
ode�teme od 255 (maximální jasové hodnoty) pro jiný zp�sob vykreslení. V takovém p�ípad� 
z�ejm� platí, že bílé pixely znamenají stejný pixel u originálu i rekonstruovaného obrazu a 
�ím je pixel tmavší, k tím v�tší chyb� p�i rekonstrukci došlo. 

 

  
Obrázek 3.1.5.2: Vizualizace MSE  Invertovaná vizualizace MSE 
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3.1.5.3. Vizualizace MSE zvýrazn�ná logaritmickým operátorem 
Postup používaný pro HDR. Dynamický rozsah obrazu m�že být snížen tak, že každou 
hodnotu pixelu nahradíme jejím logaritmem, což zp�sobí zvýrazn�ní pixel� s nízkou 
intenzitou. Použitím logaritmického operátoru tedy umožníme zobrazení informací, jejichž 
dynamický rozsah je p�íliš velký pro klasické vykreslení. Logaritmický operátor mapuje 
hodnoty na logaritmickou k�ivku, neboli každá hodnota pixelu je nahrazena jejím (nej�ast�ji 
desítkovým) logaritmem. Logaritmický operátor (resp. jeho mapovací funkce) je dán jako: 
 
 (1 ( [ , ] [ , ]))10pixel[i, j] = c log Abs original i j reconstructed i j⋅ + − , ( 3.1.5.3.1) 

 
kde  
 

(1 255)10

255
c = 

log +
 

 
je konstanta zvolená tak, aby maximální výsledná hodnota byla 255.  
Další informace o logaritmickém operátoru viz [IPLR_WWW]. 
 
Jak je vid�t na následujících obrázcích, logaritmický operátor zvýrazní oblasti, které se 
v originálním a zrekonstruovaném obraze liší tak, že je na první pohled patrné, kde je rozdíl. 
A to dokonce i v oblastech, ve kterých bychom to jinak pouhým okem nepost�ehli. 
 

  
Obrázek 3.1.5.3: Vizualizace MSE vylepšená  Invertovaná vizualizace MSE vylepšená 

logaritmickým operátorem             logaritmickým operátorem 
  

3.1.5.4. Chybový obraz 
Zobrazuje chybu obrazových bod� podobn� jako vizualizace MSE. Vizualizace MSE není ve 
všech oblastech dostate�n� výrazná a lidské oko nepost�ehne rozdíl v místech, kde sice 
k chyb� došlo, ale jasová hodnota je blízká 0 (resp. 255 pro invertovaný p�ípad). Proto lze 
tuto chybu zvýraznit následujícím vzorcem: 
 
 [ , ] [ , ]) 128pixel[i, j] = k Abs( original i j reconstructed i j⋅ − + , ( 3.1.5.4.1) 
 
kde k  je konstanta, zvýraz�ující chybu (my jsme použili 2k = ). Konstanta 128 pak celý 
obraz posune do šedé barvy. 
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Nevýhodou tohoto zp�sobu zobrazení je, že pro v�tší chyby dojde velice snadno k p�ete�ení 
zobrazované hodnoty. Takový pixel pak skokem zm�ní hodnotu z bílé na �ernou, viz obrázek. 
 

 
Obrázek 3.1.5.4: Chybový obraz 

 

3.1.5.5. PSNR 
[Berkeley_WWW] Zkratka slov peak signal to noise ratio, jedná se o hodnotu, vyjad�ující 
kvalitu rekonstrukce pro celý obraz. Tato porovnávací metoda je �asto používána p�i 
kódování videa a kompresi obraz�. Vyjad�uje pom�r mezi maximální možnou silou signálu a 
šumu. Protože mnoho signál� má velmi široký dynamický rozsah, je v�tšinou PSNR 
škálována logaritmicky. Pro její výpo�et pot�ebujeme vypo�ítat MSE, viz vzorec: 
 

 10

255
PSNR = 20 log

MSE

 
⋅ � �
� 	

. ( 3.1.5.5.1) 

 
Hodnota udávaná v decibelech na dv� desetinná místa, typické jsou pak hodnoty mezi 20 a 40 
dB, p�i�emž hodnoty kolem 30dB jsou považovány za kvalitní a hodnoty nad 50 dB jsou pak 
lidským okem nepost�ehnutelné. Zde tedy platí, že �ím vyšší hodnota PSNR, tím lépe. Pro 
naše obrazy získáme: 
 

PSNR (R kanál) = 25,9376 dB 
PSNR (G kanál) = 24,8671 dB 
PSNR (B kanál) = 27,9301 dB 
PSNR ((R+G+B)/3) = 26,2449 dB 
PSNR (Grayscale) = 25,7425 dB 

 

3.1.5.6. SSIM (Structural SIMilarity) index 
Pro p�íklad strojového porovnání obraz�, snažící se posuzovat kvalitu rekonstrukce podobn� 
jako lidské oko, uvádíme tuto metodu. Bližší informace lze nalézt v [Wang04]. 
Je to metoda k hledání podobnosti obraz�, která m�že být také použita k posuzování jejich 
kvality, kdy jeden z dvojice porovnávaných obraz� považujeme za obraz perfektní kvality. 
Metoda vychází z p�edpokladu, že lidský vizuální systém je siln� uzp�soben na získávání 
strukturálních informací ze scény. Porovnává lokální vzory intenzit pixel� s normovaným 
jasem a kontrastem. Index nabývá hodnot 0 až 1, kdy 1 znamená totožné obrazy.  
Pro naši dvojici testovaných obraz� jsme dostali SSIM index = 0,929694. 
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Obrázek 3.1.5.6: Vizualizace SSIM 

 

3.1.6. Dosažené výsledky 
V této kapitole se zam��íme na vliv r�zných nastavení rekonstrukce na výslednou interpolaci, 
p�edvedeme dosažené výsledky a provedeme srovnání m��ených veli�in. Sledujeme 
p�edevším hodnoty MSE, PSNR a dobu výpo�tu, ovšem provedeme i srovnání výsledk� 
z hlediska lidského vnímání. 
Veškeré výsledky rekonstrukcí (v originálních velikostech), v�etn� vizualizací MSE 
(i varianty s logaritmickým operátorem) a chybových obraz�, jsou pro zájemce k dispozici na 
CD, p�iloženém k této diplomové práci. 
 
V každé podkapitole ukážeme typický výsledek rekonstrukce a jeho m��ení, pro podrobn�jší 
výsledky odkazujeme �tená�e k nahlédnutí do P�íloha D (str.74). Pro tuto p�ílohu platí, že: 

 
- v tabulkách zvýrazníme zelen� (v tišt�né verzi tmavší še�) nejlepší sledovaný 

dosažený výsledek, oranžov� (sv�tle šedá) pak nejhorší 
- za tabulkou následují rekonstrukce samotné, vždy v takovém po�adí sledovaných 

parametr�, v jakém jsou zapsány v �ádkách tabulky 
- zkratka GS znamená grayscale, tedy šedotónový obraz 
 
V p�ípadech, kde jsou rozdíly mezi rekonstrukcemi tém�� neznatelné �i malé a okem 
nepost�ehnutelné (vzhledem k velikosti obrázk�, které zde prezentujeme), pro úsporu 
místa ukážeme pouze jeden (první) z nich. Pokud si jsou rekonstrukce a originální obraz 
(v prezentovaných velikostech) natolik podobné, že rozdíly nelze okem zaznamenat, 
neuvádíme výsledné obrazy pro úsporu místa v�bec (uvádíme pouze tabulky 
s nam��enými hodnotami).  

 
Všechna m��ení byla provedena na konfiguraci AMD Athlon 3200+, 2GB RAM na 
opera�ním systému Windows XP Professional SP2.  

3.1.6.1. Barevné systémy 
Jak jsme již uvedli v kapitole 3.1.4 Barevné prostory, vliv n�kterého z testovaných systém� 
na výsledek rekonstrukce je minimální. 
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 Nastavení testu: 
Vstup:  Lena + Wide 
Algoritmus: Námi navržený 
Sm�r:  LeftRightTopBottom 
Detekce d�r: Ano 
Výpo�et:  LU rozklad 
Výb�r okolí:  AddWeightedAveragePoints 
Polynom:  Kvadratický 
RBF:   Lineární 
Polom�r okolí:  2  
 

Barevný     MSE         PSNR [dB]   �as 
prostor R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS [ms] 

L*a*b* 355,62 348,52 228,91 311,02 286,23 22,62 22,71 24,53 23,29 23,56 4 236 
RGB 330,79 350,92 248,28 310,00 276,83 22,94 22,68 24,18 23,27 23,71 4 286 
XYZ 409,00 352,28 271,20 344,16 288,14 22,01 22,66 23,80 22,82 23,53 4 299 
YUV 328,00 354,93 264,87 315,93 280,19 22,97 22,63 23,90 23,17 23,66 4 231 

Tabulka 3.1.6.1 
 
Ukázky viz Kapitola 3.1.4 Barevné prostory. 
Jako nejhorší se ukázala interpolace v XYZ systému, zatímco ostatní systémy jsou každý 
v n��em nejlepší. Rozdíly jsou ovšem natolik malé, že je lze prohlásit za nepodstatné. 
 

3.1.6.2. Získávání okolních bod� a vliv polom�ru okolí 
Tuto podkapitolu rozd�líme na dv� �ásti 

- získávání okolních bod�  
- volba polom�ru okolí 

3.1.6.2.1. Získávání okolních bod� 
Zde se zam��íme na zp�soby, jak z okolí vyhledávat známé body a jejich vliv na rekonstrukci. 
V p�edchozích kapitolách jsme si popsali tyto možnosti: 

NAP  = NoAddingPoints (základní postup – bez p�idávání bod�) 
AWAP = AddWeightedAveragePoints (s p�idáváním bod� váženým pr�m�rem) 
DN  = DynamicNeighbourhood (dynamické vyhledávání soused�) 

 
Nastavení testu: 

Algoritmus: Námi navržený  
Detekce d�r: Ano 
Výpo�et:  LU rozklad 
Polynom:  Lineární 
RBF:   Lineární 
Polom�r okolí:  2  
 

Z tabulek vidíme, že pro poškození extrémním šumem dává nejlepší výsledky použití 
dynamického vyhledávání soused�. Ovšem p�i pohledu na dobu výpo�tu lze za nejvhodn�jší 
prohlásit použití metody p�idávání bod�, která dává lepší výsledky než oby�ejná metoda bez 
p�idávání bod�, za tém�� stejný �as. 
V p�ípad� rozsáhlého souvislého poškození je situace podobná – podle o�ekávání trvá nejdéle 
dynamické vyhledávání soused�, ale už nedává lepší výsledky než zbylé dv� metody. Také 
v tomto p�ípad� doporu�ujeme metodu s p�idáváním bod�. 
Zárove� vidíme, že se vyplatí použít LeftRightTopBottom sm�r zpracovávání, nejen kv�li 
lepším (tabulkovým i vizuálním) výsledk�m ale i kratším �as�m výpo�tu. 
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Tabulka 3.1.6.2.1.B: Vstup: Lena + Noise95,503%, Sm�r: LeftRighTopBottom 

Typ     MSE         PSNR [dB]     �as 
okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 

NAP 395,99 592,24 483,39 490,54 453,23 22,15 20,41 21,29 21,28 21,57 14 21 844 
AWAP 194,95 315,65 203,45 238,02 242,64 25,23 23,14 25,05 24,47 24,28 9 21 890 
DN 170,04 274,52 180,32 208,29 211,40 25,83 23,75 25,57 25,05 24,88 9 601 735 

   
NAP    AWAP    DN 

 

3.1.6.2.2. Volba polom�ru okolí  
Zde se podíváme na to, jaké výsledky dostaneme pro r�zn� nastavené polom�ry okolí a 
tentokráte i pro r�zné vstupní obrazy.  
 
Nastavení testu: 

Algoritmus: Námi navržený 
Detekce d�r: Ano 
Výpo�et:  LU rozklad 
Výb�r okolí:  AddWeightedAveragePoints 
Polynom:  Lineární 
RBF:   Lineární 

 
Výsledky jsou zde jednozna�né a odpovídají o�ekáváním – vyšším polom�rem dosáhneme 
lepšího výsledku (vizuálního i tabulkového), ovšem za delší dobu. Proto lze jako nejvhodn�jší 
velikost polom�ru okolí (kompromis mezi �asem a kvalitou) doporu�it 3. 
 

Tabulka 3.1.6.2.2.AA: Vstup: Lena + Noise95,503%, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 423,15 592,59 311,15 442,30 471,91 21,87 20,40 23,20 21,82 21,39 112 8 195 
r=2 261,97 402,74 237,54 300,75 313,72 23,95 22,08 24,37 23,47 23,17 112 25 425 
r=3 206,61 330,52 204,81 247,31 254,59 24,98 22,94 25,02 24,31 24,07 111 96 560 
r=4 180,63 294,23 190,67 221,84 225,62 25,56 23,44 25,33 24,78 24,60 111 289 944 

    
r=1   r=2   r=3   r=4 
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3.1.6.3. Volba radiální bázové funkce 
Zde se podáváme na to, jak m�že zm�na použité bázové funkce ovlivnit výsledek 
rekonstrukce.  
 
Nastavení testu: 

Algoritmus: Námi navržený 
 Sm�r:   LeftRighTopBottom 

Detekce d�r: Ano 
Výpo�et:  LU rozklad 
Polynom:  Lineární 

 Polom�r okolí:  3 
 C (epsilon):  1 
 

 
Z výsledk� lze vy�adit kubickou funkci, která dává z použitých funkcí nejhorší vizuální 
výsledky a tabulky také hovo�í v její neprosp�ch. Ze zbývajících funkcí bychom tedy 
doporu�ili lineární, jelikož dává kvalitní výsledky za (v�tšinou) nejkratší dobu. Zárove� lze 
z p�iložených ukázek (viz str.74) snadno vid�t, jak pomáhá p�idávání bod�. 
 
Tabulka 3.1.6.3.I: Vstup: Lena + Wide, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 

Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 257,46 314,54 286,72 286,24 239,77 24,02 23,15 23,56 23,58 24,33 9 328 
Gauss 172,29 219,82 106,50 166,20 179,79 25,77 24,71 27,86 26,11 25,58 9 746 
Linear 164,11 206,20 102,73 157,68 169,45 25,98 24,99 28,01 26,33 25,84 8 924 
Multiquadric 168,09 209,10 107,21 161,47 172,55 25,88 24,93 27,83 26,21 25,76 9 514 
TPS 166,95 205,79 117,37 163,37 169,93 25,90 25,00 27,44 26,11 25,83 10 084 

   
Cubic    Gauss    Linear 

 

  
Multiquadric     TPS 
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3.1.6.4. Vliv rozši�ujícího elementu 
Rozši�ující element má na rekonstrukci zásadní vliv, zejména proto, že n�které bázové funkce 
jej vyžadují. Podívejme se tedy, jakých výsledk� dosáhneme s r�znými elementy. Nastavení: 

 
Algoritmus: Námi navržený 

 Sm�r:   LeftRighTopBottom 
Detekce d�r: Ano 
Výpo�et:  LU rozklad 
RBF:   Lineární 

 Polom�r okolí:  3 
 

Z výsledk� op�t plyne n�kolik záv�r�. Prvním z nich je, že nejlepším rozši�ujícím elementem 
lineárního systému není ani jeden polynom, ale konstanta. Lineární polynom dává také kvalitní 
výsledky, ovšem kvadratický je pro rozsáhlejší poškození nepoužitelný, jelikož vzniklá chyba 
díky umoc�ování velice rychle roste do extrémních hodnot. Zárove� vidíme, že pokud systém 
nerozší�íme nijak, k dobrému výsledku se (dle zvolené RBF) nedostaneme. A op�t jsme si 
potvrdili (nejlépe ze všech provedených m��ení), jak p�idávání bod� zachra�uje rekonstrukci i 
ve velice komplikovaných p�ípadech. 
 

Tabulka 3.1.6.4.H: Vstup: Lena + Noise95,503%, Výb�r okolí: NoAddingPoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 180,38 294,84 193,74 222,99 226,07 25,57 23,43 25,26 24,75 24,59 73 422 
Linear 352,42 447,09 364,48 388,00 345,02 22,66 21,63 22,51 22,27 22,75 84 266 
None 2262,78 3708,99 4481,31 3484,36 3022,50 14,58 12,44 11,62 12,88 13,33 70 232 
Quadratic 4357,33 3923,57 3802,27 4027,73 2526,51 11,74 12,19 12,33 12,09 14,11 105 046 

    
Constant   Linear   None   Quadratic 

 

3.1.6.5. Volba algoritmu 
Jako poslední m��ení jsme provedli srovnání s Uhlí�ovým algoritmem a bilineární interpolací 
(= Lerp, která využívá pouze originální známé body) pro tato nastavení: 
 
 Sm�r:   LeftRighTopBottom 

Detekce d�r: Ano 
Výpo�et:  LU rozklad 
Výb�r okolí:  AddWeightedAveragePoints(námi navržený), NoAddingPoints (Uhlí�) 
RBF:   Lineární 
Polynom: Lineární 

 Polom�r okolí:  3 
 
U Uhlí�ova algoritmu zám�rn� nep�idáváme body, abychom si ud�lali p�edstavu, jakých 
výsledk� lze pouze na základ� jeho práce dosáhnout. 
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Z výsledk� vidíme, že lineární interpolace je sice nejrychlejší pro v�tšinu p�ípad�, ale RBF 
interpolace podává lepší výsledky. Uhlí��v algoritmus je s naším v ur�itých p�ípadech tém�� 
totožný, nicmén� v situacích s rozsáhlým poškozením, oproti našemu algoritmu selhává. 
 
Tabulka 3.1.6.5.D: Vstup: Lena + Wide 
Algoritmus     MSE         PSNR [dB]     �as 
  R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS Iterací [ms] 
Lerp 186,70 247,50 118,25 184,15 200,59 25,42 24,20 27,40 25,67 25,11 410 2 230 
Uhlí� 166,15 253,39 161,60 193,71 193,68 25,93 24,09 26,05 25,35 25,26 41 9 435 
Náš alg. 164,11 206,20 102,73 157,68 169,45 25,98 24,99 28,01 26,33 25,84 41 10 782 

   
Bilineární interpolace   Uhlí�    Náš algoritmus 

 

3.2. Hledání iso�ar a isoploch 
Na za�átek si p�ipome�me co je to iso�ára, resp. isoplocha. Iso�ára je k�ivka, spojující místa 
stejných hodnot dané veli�iny (nadmo�ská výška, tlak, teplota, rychlost, hustota, funk�ní 
hodnota…). Isoplocha je pak ve 3D analogicky povrchem, který prochází body se stejnými 
hodnotami dané veli�iny v prostoru. Problému rekonstrukce povrchu z bod� jsme se již 
v�novali v kapitole 2.6 RBF interpolace v praxi.  
 

3.2.1. Iso�áry (2D) 
Pro zjednodušení problematiky bylo nejprve zapo�ato s extrakcí iso�ar, tzn. 2D problém. Ve 
3D lze o�ekávat obdobné chování, rozší�ené o jednu dimenzi. 
 
Pro rekonstrukci základních primitiv byla vygenerována data tak, že jsme si nasamplovali 
body nap�. na obvodu kružnice �i �tverce v ur�itých odstupech. Následn� byla tato data 
použita pro vytvo�ení lineárního systému. Jako off-surface bod jsme vzali odhad t�žišt� 
samplovaných dat (neboli aritmetický pr�m�r sou�adnic samplovaných bod�). Tento bod nám 
pro základní konvexní primitiva sta�í pro definování orientace. 
Poté jsme zvolili rozlišení rastru (v pixelech), v jakém chceme výsledná data získat. Tím jsme 
tedy definovali rastr, v jehož vrcholech pot�ebujeme spo�ítat hodnoty. P�ed výpo�tem t�chto 
interpolovaných hodnot ješt� nalezneme bounding box objektu, který zv�tšíme na všech 
stranách o velikost rastru (iso�áry získané pomocí RBF jsou k�ivky, které se nám do bounding 
boxu nemusí vejít a mohou ho p�esahovat, proto jej zv�tšujeme) a teprve poté vytvo�íme rastr 
definované jemnosti uvnit� tohoto bounding boxu. Nyní již m�žeme spo�ítat hodnoty ve 
vrcholech rastru interpolací pomocí RBF. Pro zobrazení výsledku jsme použili algoritmus 
Marching Squares, kterým jsme nalezli segmenty iso�áry v jednotlivých polí�kách na základ� 
interpolace hodnot napo�ítaných ve vrcholech rastru. 
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Ukázky rekonstrukce (body na okraji zna�í vstupní známé body, uprost�ed vidíme nalezený 
odhad st�edu) pro r�zn� definované velikosti rastru (lineární polynom, lineární bázová funkce 
+ p�idání aproximace st�edu): 
 

   
Obrázek 3.2.1.A Rastr 1 pixel     Rastr 50 pixel�      Rastr 100 pixel� 

 

   
Obrázek 3.2.1.B 

 
Použili jsme také složit�jší data, získaná náhodným samplováním t�chto obrázk�: 

  
Obrázek 3.2.1.C    Obrázek 3.2.1.D 

  
Obrázek 3.2.1.E    Obrázek 3.2.1.F 
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Pro rekonstrukci bylo použito lineárního polynomu, lineární bázové funkce a p�idání 
aproximace st�edu (rastr 1 pixel), výpo�et byl proveden LU rozkladem. Kolem množiny bod� 
vidíme také bounding box, mimo který se již iso�ára nehledá.  

  
Obrázek 3.2.1.G    Obrázek 3.2.1.H 

 
Na obrázku výše vidíme p�ípad, kdy máme off-surface body generovány v rozích bounding 
boxu. Pro výpo�et byl použit op�t lineární polynom a lineární bázová funkce (rastr 1 pixel). 
Artefakty jsou zavin�né nedostate�ným množstvím t�chto off-surface bod� a jejich pozicí, 
která pro takto složitá data nesta�í. S obdobným problémem se setkáme i v další kapitole, 
zabývající se extrakcí isoploch.  
 
Provedli jsme také následující pokus. Místo generování off-surface bod�, které nám do 
lineárního systému vnášejí nenulové hodnoty a udávají orientaci plochy, jsme upravili lineární 
systém tak, že jsme ho rozší�ili o jednu �ádku, stejn� tak i jeho pravou stranu: 
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Tím jsme nadefinovali podmínku, že sou�et všech p�ísp�vk� polynomu je roven 1. Abychom 
však mohli tento systém vy�ešit, pot�ebujeme získat �tvercovou matici (nyní máme matici, 
která má o jednu �ádku víc než sloupc�). Provedeme tedy operaci p�ezásobení matice její 
transpozicí, �ímž získáme požadovanou �tvercovou matici. Musíme však p�enásobit i pravou 
stranu rovnice: 
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Tento systém je tedy již �ešitelný. Výsledky, které získáme, pokud  hledáme iso�áry touto 
metodou (pro lineární polynom, lineární bázovou funkci, rastr 1 pixel) viz obrázek 3.2.1.I a 
3.2.1.J. 
 
Výsledky �asto trpí artefakty, jejichž p�í�inou je p�idaná podmínka, která prokládanou rovinu 
deformuje nežádoucím zp�sobem. 
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Obrázek 3.2.1.I    Obrázek 3.2.1.J 

 
Pro kvalitní extrakci iso�ar je pot�eba použití n�jakého propracovaného algoritmu generování 
off-surface bod�, jelikož ani jeden z námi testovaných nedokázal pro složit�jší data nalézt 
kvalitní iso�áry.  
 
Poj�me se nyní podívat na obdobný problém v prostoru rozší�eném o další rozm�r – 3D, 
který se jeví jako zajímav�jší a ve kterém se budeme potýkat s prakticky stejnými problémy. 
 

3.2.2. Isoplochy (3D) 
 
Pro situaci v 3D jsme vycházeli z analogického postupu. V tomto p�ípad� jsme jako vstupní 
data použili modely (p�ípadn� jejich alternativy po p�evodu do TRI formátu) získané 
z [BioMesh_WWW], [SGI] a [MT_WWW].  
 
Z na�teného TRI modelu jsme použili pouze seznam vrchol� modelu. Z t�chto hodnot jsme 
nejprve nalezli bounding box modelu, který je z výše popsaných d�vod� pot�eba zv�tšit. Poté 
je t�eba do seznamu bod� p�idat off-surface body. Zde jsme op�t získali aproximaci t�žišt� 
modelu (neboli aritmetický pr�m�r sou�adnic vrchol�). Druhým zp�sobem je p�idání off-
surface bod� do vrchol� rozší�eného bounding boxu. Ve druhém p�ípad� jsme tedy p�idali 
celkem 8 bod�, zatímco v prvním pouze jeden, u kterého navíc nemáme zaru�eno, že skute�n� 
leží uvnit� modelu. Dalším krokem je již sestavení a vy�ešení lineárního systému pro získání 
vah iλ  (eventueln� iγ ). Pokud bychom se pokusili tento systém �ešit LU rozkladem, velice 
brzy bychom narazili na problém s nedostatkem pam�ti pro jeho uložení. Používaná data totiž 
obsahují po�ty bod�, které jsou v �ádech stovek, tisíc� a výše. Pro �ešení systému jsme tedy 
zvolili GMRES – ten uložení lineárního systému v pam�ti nevyžaduje. 
Nyní pot�ebujeme, podobn� jako p�i hledání iso�ar ve 2D p�ípad�, vypo�ítat hodnoty ve 
vrcholech 3D rastru, abychom posléze mohli nap�. pomocí algoritmu Marching Cubes  (viz 
[Lorensen87], [Patera02]) zobrazit nalezený povrch. Zde se naskýtá otázka, jak prostor 
rozd�lit, Vy�ešili jsme to tím zp�sobem, že jsme nalezli nejdelší hranu bounding boxu a tu 
jsme rozd�lili na zvolený po�et �ástí. Tím jsme získali délku hrany jedné krychle 3D m�ížky a 
z této hodnoty jsme již mohli ur�it na kolik krychlí lze bounding box rozd�lit i ve zbylých 
rozm�rech. Te� již m�žeme prostor rozd�lit do pravidelné m�ížky a spo�ítat hodnoty v jejích 
vrcholech. Na m�ížku poté nasadíme zmi�ovaný Marching Cubes algoritmus, kterým získáme 
snadno zobrazitelný polygonální model. 
M��ení byla provedena na konfiguraci: Pentium 4 2,8 GHz, 2GB RAM, ATI FireGL T2. 
M��eno na modelech eight.tri (766 vrchol�) a cow.tri (2905 vrchol�, získáno z modelu 
distribuovaného s [SGI]). 
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3.2.2.1. Vliv použité bázové funkce a polynomu 
Podíváme se, jaké výsledky nám RBF rekonstrukce poskytne, pokud použijeme r�zné bázové 
funkce a r�zné rozši�ující elementy lineárního systému.  
 
Nastavení m��ení: 

Bounding box zv�tšený o 20% (v každém sm�ru, tzn. o 40% pro každý rozm�r) 
 Off-surface body v rozích bounding boxu 

Hodnota v off-surface bodech = 1 
Solver = GMRES (1000 iterací) 
Po�et krychlí v nejdelší ose bounding boxu = 100 

 
Rozší�ení lin. systému konstantou: 
 

 Tabulka 3.2.2.1.A:  Model eight.tri, 
Bázová Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
 funkce systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
Cubic 7625 8641 437 16 703 
Linear 3485 8218 437 12 140 
TPS 8453 15656 422 24 531 

   
Cubic    Linear    TPS 

 
 Tabulka 3.2.2.1.B:  Model cow.tri 

Bázová Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
 funkce systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
Cubic 294031 66016 937 360 984 
Linear 123515 63282 797 187 594 
TPS 362812 116969 844 480 625 

   
Cubic    Linear    TPS 

 
Model eight.tri se zrekonstruoval perfektn�, cow.tri o poznání h��e. Vinou je z�ejm� p�idání 
pouhých 8 bod� do roh� bounding boxu, což pro zrekonstruování takto komplexního modelu 
nesta�í ani po�tem, ani jejich pozicí. Nejrychleji se dle o�ekávání vypo�ítal systém tvo�ený 
lineárními bázovými funkcemi (viz vzorce pro výpo�et jednotlivých funkcí).  
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Rozší�ení lin. systému lineárním polynomem: 
 
 Tabulka 3.2.2.1.C:  Model eight.tri 

Bázová Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
 funkce systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
Cubic 8437 8703 437 17 577 
Linear 3750 8172 437 12 359 
TPS 10375 15640 422 26 437 

   
Cubic    Linear    TPS 

 
Tabulka 3.2.2.1.D:  Model cow.tri 

Bázová Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
 funkce systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
Cubic 286328 63828 859 351 015 
Linear 132703 61062 672 194 437 
TPS 385250 121031 797 507 078 

   
Cubic    Linear    TPS 

 
Také v tomto p�ípad� se první model zrekonstruoval velmi dob�e. 
Druhý model je p�i použití lineární bázové funkce op�t nejen nejrychleji vypo�ítaný, ale také 
již pom�rn� dob�e zrekonstruovaný. Nicmén� stále platí, že pro generování off-surface bod� 
bude pro dosažení nejlepších výsledk� pot�eba použít n�jakého sofistikovan�jšího algoritmu, 
než je pouhé p�idání 8 bod� do roh� bounding boxu. 
 
Lin. systém bez rozší�ení: 

 
 Tabulka 3.2.2.1.E:  Model eight.tri 

Bázová Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
 funkce systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
Cubic 7078 8704 438 16 220 
Linear 3031 8125 437 11 593 
TPS 7750 15594 485 23 829 
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Cubic    Linear    TPS 

 
 Tabulka 3.2.2.1.F:  Model cow.tri 

Bázová Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
 funkce systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
Cubic 223922 65235 922 290 079 
Linear 116922 62266 672 179 860 
TPS 366344 119719 813 486 876 

   
Cubic    Linear    TPS 

 
Tabulkové hodnoty op�t potvrdily p�edchozí výsledky. 
Ovšem p�i použití TPS bázové funkce dochází k tvorb� velice nep�íjemných artefakt�, které 
pravd�podobn� vycházejí ze skute�nosti, že tato bázová funkce vyžaduje p�ítomnost 
jakéhokoliv rozši�ujícího elementu p�i vytvá�ení lineárního systému. 

 
Rozší�ení lin. systému kvadratickým polynomem: 

 
 Tabulka 3.2.2.1.G:  Model eight.tri 

Bázová Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
 funkce systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
Cubic 10640 8750 422 19 812 
Linear 5500 8141 531 14 172 
TPS 15156 15719 422 31 297 

   
Cubic    Linear    TPS 
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 Tabulka 3.2.2.1.H:  Model cow.tri 
Bázová Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
 funkce systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
Cubic 1541000 72265 1218 1 614 483 
Linear 2170984 70735 1250 2 242 969 
TPS 2634234 117000 1062 2 752 296 

   
Cubic    Linear    TPS 

 
Kvadratický polynom nás op�t (podobn� jako p�i rekonstrukci obraz�) p�ekvapil svým 
chováním. Zrekonstruované modely jsou na první pohled nejhorší, zejména díky p�ítomnosti 
plochy, která modelem prochází. Všimn�me si však, že se poda�ilo nalézt nohy krávy, které v 
p�edchozích p�ípadech d�laly nejv�tší problémy. Dále je p�ekvapivý také �as výpo�tu p�i 
použití kubické funkce a celkové �asy výpo�tu systému v�bec, které jsou o �ád vyšší než 
v p�edchozích m��eních.  
 
Pokud se podíváme na výsledky rekonstrukce z pohledu použitého rozši�ujícího elementu, 
vidíme, že nejlepšího výsledku jsme dosáhli s lineárním polynomem a lineární bázovou 
funkcí. Jak již však bylo �e�eno, výsledky jsou siln� ovlivn�né zp�sobem generování off-
surface bod�, které v našem p�ípad� bylo triviální.  

3.2.2.2. Vliv po�tu krychlí v 3D rastru 
V p�edchozí podkapitole jsme všechna m��ení provedli pro rozd�lení bounding boxu modelu 
v nejdelším sm�ru na 100 krychlí. Tento parametr nám udává rozlišení, v jakém chceme 
výsledný model zobrazit a tedy jemnost jeho povrchu.  
 

Bounding box zv�tšený o 20% (v každém sm�ru, tzn. o 40% pro každý rozm�r) 
 Off-surface body v rozích bounding boxu 

Hodnota v off-surface bodech = 1 
Solver = GMRES (1000 iterací) 
RBF = lineární 
Polynom = lineární 
 
  Tabulka 3.2.2.2.A 

Po�et Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
krychlí systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 

25 3735 140 16 3 891 
50 3750 1047 62 4 859 
100 3750 8172 437 12 359 
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25 sampl�   50 sampl�   100 sampl� 

 
Pro zajímavost ješt� uvádíme srovnání generování off-surface bod� v rozích bounding boxu 
s metodou, kdy umístíme jediný off-surface bod do aproximace t�žišt� modelu. 
 

Bounding box zv�tšený o 20% (v každém sm�ru, tzn. o 40% pro každý rozm�r) 
Hodnota v off-surface bodech = 1 
Solver = GMRES (1000 iterací) 
RBF = lineární 
Polynom = lineární 
Po�et krychlí v nejdelší ose bounding boxu = 100 
 
 Tabulka 3.2.2.2.B 

Umíst�ní Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 
off-surface bod� systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
Bounding box 132703 61062 672 194 437 

Aproximace t�žišt� 118469 58843 828 178 140 

  
Bounding box     Aproximace t�žišt� 

 
Dle o�ekávání vidíme, že pro složit�jší modely je metoda, kdy p�idáme pouze jediný off-
surface bod do t�žišt� modelu, nevhodná.  
 
 
Jako druhou ukázku si p�edvedeme, co se stane, pokud do roh� bounding boxu umístíme 
jinou hodnotu než standardní 1. 
 

Bounding box zv�tšený o 20% (v každém sm�ru, tzn. o 40% pro každý rozm�r) 
 Off-surface body v rozích bounding boxu 

Solver = GMRES (1000 iterací) 
RBF = lineární 
Polynom = lineární 
Po�et krychlí v nejdelší ose bounding boxu = 100 
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 Tabulka 3.2.2.2.C 
F�ní hodnota Vy�ešení Samplování Extrakce Celkem 

off-surface bod� systému [ms] dat [ms] [ms] [ms] 
1 132703 61062 672 194 437 

1000 217656 61328 719 279 703 

  
 F�ní hodnota off-surface bod�: 1    1000 

 
Z obrázk� vidíme, že rozdíly jsou minimální, a tedy tento parametr nebudeme sledovat. 
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4. Záv�r 
 
V oblasti rekonstrukce obraz� bylo navrženo n�kolik nových metod, jejichž popis i výsledky 
jsme si p�edstavili. Zárove� jsme navrhli nový algoritmus rekonstrukce, se kterým jsme cht�li 
dosáhnout lepších vizuálních výsledk� v porovnání s p�edchozími pracemi – zejména Ing. 
Karla Uhlí�e.  
Podle provedených m��ení a test� lze prohlásit, že se nám poda�ilo jeho �ešení p�ekonat a 
námi navržený algoritmus ve srovnatelné dob� výpo�tu dosahuje znateln� lepších výsledk�. 
P�edevším obrazy poškozené extrémním šumem se nám poda�ilo zrekonstruovat zp�sobem, 
jenž p�ed�il mnohá naše o�ekávání. (Pr�m�r PSNR všech 3 RGB kanál� u Uhlí�e dosahuje 
hodnoty PSNR 22.12 dB, náš algoritmus dokonce 24.75 dB, navíc vizuální vjem je podstatn� 
lepší.) 
Provedli jsme srovnání n�kolika sledovaných faktor� ovliv�ujících kvalitu výsledné 
rekonstrukce a výsledky vyhodnotili. Na základ� nich jsme vyvodili doporu�ení, kterých je 
vhodné se držet, chceme-li dosáhnout co nejlepších výsledk�. P�ipome�me tedy, že metoda 
p�idávání bod� zna�n� vylepšuje vizuální vjem rekonstrukce a sm�r rekonstrukce 
doporu�ujeme v obou osách obrazu sou�asn�. Jako nejvýhodn�jší polom�r okolí, dávající 
kvalitní výsledky v rozumném �ase, doporu�ujeme hodnotu 3, tzn. okolí o rozm�rech 7x7 
pixel�. Použitá bázová funkce by m�la být lineární funkce, celý lineární systém je vhodné 
rozší�it nejlépe konstantou místo polynomu. To vše, ve spojení s námi p�edstaveným 
algoritmem, se ukázalo jako nejlepší volbou pro rekonstrukce.  
Do budoucna je zde prostor pro další optimalizace a zvyšování kvality rekonstrukce. 
P�edevším problematika p�idávání bod� (viz kapitola 3.1.3.2 P�idávání bod� 
(AddWeightedAveragePoints)) se jeví jako velice perspektivní a lze se tedy touto cestou do 
budoucna ubírat a hledat nové možnosti jejího využití a zlepšení. 
 
V oblasti extrakce iso�ar jsme ov��ili základní principy a dosáhli díl�ích výsledk�. Téma 
interpolace pomocí RBF v zadaných oblastech je natolik rozsáhlé, že jsme se rozhodli 
v�novat v�tšinu úsilí rekonstrukci poškozených obraz�. Z tohoto d�vodu je rozsah zkoumání 
v oblasti extrakce iso�ar podstatn� menší než u výše zmi�ované rekonstrukce obraz�, která 
byla podrobena našemu podrobnému zájmu. Uv�domme si, že pro extrakce je t�eba naprosto 
odlišných dat a celkov� jiný p�ístup k problému, jehož zvládnutí p�esahuje rozsah této práce. 
Nicmén� se budeme i této oblasti nadále v�novat, p�edevším kv�li perspektivnímu sm�ru, 
kterým se daná oblast ubírá.  
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P�íloha A 
 
Uživatelská dokumentace  
 
Jelikož výsledkem naší implementace jsou moduly do MVE-2 (klikn�te pro stažení MVE-2), 
je ovládání shodné jako p�i použití každého jiného modulu v prost�edí MVE-2.  
 
Moduly je pot�eba vhodn� zapojit do MVE mapy, nastavování jejich parametr� probíhá 
klasicky stisknutím tla�ítka Setup na p�íslušném modulu.  
Mapy byly testovány v aktuální verzi –  MVE-2 version 1.0 beta 5.  
 
Ukázkové mapy jsou na p�iloženém CD spole�n� s p�íklady vstupních dat.  
 

 
P�íklad propojení modul� pro rekonstrukci obraz� 

 



Aplikace Radiálních bázových funkcí      Ji�í Zapletal 
 

 
Západo�eská univerzita v Plzni (2007) 

 
69 

Popis nastavení modul� a jejich vstupních a výstupních port� 
 
Rekonstrukce obraz�: 
 
Modul RBF2D – rekonstruuje obraz RBF interpolací 

- Vstupní porty  
o InOriginalImage (MVE-2 datový typ RegGrid2D) 

– Nejlépe originální obraz, pokud nemáme, použijeme poškozený obraz 
o InMaskImage (RegGrid2D) 

– Obraz masky poškození (�erno-bílý obraz, kde �erná zna�í poškození) 
- Výstupní porty 

o  Output (RegGrid2D) 
– Zrekonstruovaný obraz 

o OutDefected (RegGrid2D) 
– Poškozený obraz (kombinace vstupního obrazu a masky) 
 

- Možnosti nastavení modulu 
o Algorithm 

– Algoritmus zpracování obrazu 
o BrightnessThreshold 

– Maximální jasová hodnota pixelu masky, která je brána jako poškození 
o C 

– Parametr n�kterých bázových funkcí  
o CellAttribute 

– Atribut vstupních dat, pro p�evod MVE-2 typ� do .NET datových typ� 
o ColorSpace  

– Barevný prostor, ve kterém se má interpolace provád�t 
o DetectHoles  

– Mají se p�i zpracovávání obrazu lokalizovat a p�eskakovat díry? 
o Direction 

– Sm�r, ve kterém má být obraz zpracováván 
o NeighbourhoodType  

– Volba okolí zpracovávaného pixelu 
o NeighbourRadius  

– Velikost polom�ru okolí 
o Polynomial  

– Jaký rozši�ující element lin. systému má být použit 
o Rbf  

– Volba radiální bázové funkce 
o Solver  

– Metoda �ešení lineárního systému 
 
Modul LinearInterpolation – rekonstruuje obraz bilineární interpolací 

- Vstupní a výstupní porty – viz modul RBF2D 
 

- Možnosti nastavení modulu 
o Algorithm, BrightnessThreshold, ColorSpace, DetectHoles – viz 

modul RBF2D 
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o UseOnlyOriginalPixels  
– Mají se v každé iteraci používat pouze originální pixely (True) nebo 

zda používat i pixely interpolované v p�edchozích iteracích (False) 
o HoleLength  

– Pokud se mají lokalizovat a p�eskakovat díry, hodnota ur�uje, jak mají 
být díry dlouhé (podobn� jako parametr NeighbourRadius u RBF2D) 

 
Modul ImageComparator – porovnává dva vstupní obrazy a generuje chybové obrazy  

- Vstupní porty  
o InOriginalImage (RegGrid2D) 

– Referen�ní obraz, se kterým chceme porovnávat 
o InReconstructedImage (RegGrid2D) 

– Obraz, který chceme porovnat vzhledem k referen�nímu  
- Výstupní porty 

o OutErrorImage (RegGrid2D) 
– Chybový obraz 

o OutErrorMSEImage (RegGrid2D) 
– Vizualizace MSE 

o OutErrorMSEImageLog (RegGrid2D) 
– Vizualizace MSE zvýrazn�ná logaritmickým operátorem 

o OutErrorMSEImageNegativ (RegGrid2D) 
– Invertovaná vizualizace MSE 

o OutErrorMSEImageNegativLog (RegGrid2D) 
– Invertovaná vizualizace MSE zvýrazn�ná logaritmickým operátorem 
 

- Možnosti nastavení modulu 
o AddTimeStamp 

– Má se do jména log souboru vložit �as jeho vytvo�ení? 
o CreateSubdirectoryByDate 

– True, chceme-li v zadané cest� pro uložení výsledk� vytvo�it 
podadresá� podle aktuálního data a ukládat výsledky do n�j 

o ErrorImage 
– Má se vytvo�it chybová obraz? 

o ErrorMSEImage 
– Má se vytvo�it vizualizace MSE? 

o ErrorMSEImageLog 
– Má se vytvo�it vizualizace MSE s logaritmickým operátorem? 

o ErrorMSEImageInv 
– Má se vytvo�it invertovaná vizualizace MSE? 

o ErrorMSEImageInvLog 
– Má se vytvo�it invertovaná vizualizace MSE s log. operátorem? 

o Path 
– Cesta, kam se mají ukládat výsledky (log a vygenerované obrazy) 

o Prefix 
– Prefix log souboru (m�že obsahovat i požadavek o vytvo�ení 

nad�azeného adresá�e, nap�. MojeVýsledky\logfile) 
o SaveLog 

– Má se ukládat logovací soubor? 
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Extrakce isoploch: 
 
Modul RBFIsoSurfaceSolver – sestaví a vy�eší lineární systém 

- Vstupní porty  
o InTriangleMesh (TriangleMesh) 

– Na�tený model ve formátu .tri 
- Výstupní porty 

o OutBoundingBoxCoords (VectorND) 
– 6-prvkový vektor minimální a maximální sou�adnice v každé ose 

(minX, maxX, minY, maxY, minZ, maxZ) 
o OutLambdaVector (VectorND) 

– Vy�ešený vektor vah x soustavy Ax=b   
o OutVertices (UniformDataArray) 

– Výstupní pole bod�, ze kterých je sestaven lineární systém (tedy 
na�tené body .tri modelu + vygenerované off-surface body) 

 
- Možnosti nastavení modulu 

o Algorithm 
– Algoritmus generování off-surface bod� 

o BboxExtension 
– O kolik procent se má bounding box zv�tšit oproti min/max hodnotám 

bod� modelu? 
o C, Polynomial, Rbf, Solver – viz modul RBF2D 
o ExtendedBoundingBox 

– Má se zv�tšit bounding box? 
o FunctionValue 

– Funk�ní hodnota implicitního povrchu 
o OffSurfaceValue 

– Funk�ní hodnota v off-surface bodech 
o SupportRadius 

– Polom�r p�sobnosti CSRBF bázových funkcí 
 

Modul RBFVolumeDataSampler – vzorkuje prostor v požadovaném rozlišení pro vizualizaci 
     isoplochy nap�. pomocí Marching Cubes algoritmu 

- Vstupní porty  
o InBoundingBoxCoords (VectorND) 

– 6-prvkový vektor minimální a maximální sou�adnice v každé ose  
o InLambdaVector (VectorND) 

– Vy�ešený vektor vah x soustavy Ax=b   
o InVertices (UniformDataArray) 

– Výstupní pole bod�, ze kterých je sestaven lineární systém  
- Výstupní porty 

o OutVolData (RegGridND) 
– Navzorkovaná m�ížka hodnot pro Marching Cubes algoritmus 
 

- Možnosti nastavení modulu 
o C, Polynomial, Rbf – viz modul RBF2D 
o SamplesInLongestDimension 

– Po�et vzork� 3D m�ížky v podél nejdelší hrany bounding boxu 
o SupportRadius – viz modul RBFIsoSurfaceSolver 
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P�íloha B 
 

Dokumentace pro instalaci 
 
Podobn� jako v P�íloze A, kdy je používáni našich modul� stejné jako u jiných MVE-2 
modul�, je také jejich instalace shodná jako p�i používání libovolného modulu v MVE-2.  
Sta�í tedy adresá�ovou strukturu v archívu naší implementace z p�iloženého CD nakopírovat 
do adresá�e, kde máme MVE-2 umíst�né na disku. O natažení p�íslušných knihoven se 
postará jádro MVE-2 samo, na uživateli je tedy pouze vytvo�ení nové mapy, p�ípadn� použití 
a modifikace n�které z ukázkových  map.  
Pro zajišt�ní funk�nosti, je na tomto CD také umíst�na aktuální funk�ní verze MVE-2 
prost�edí s aktuálními knihovnami MVE-2 jádra, které mimo jiné zajiš�ují komunikaci mezi 
moduly a jsou v nich definovány datové typy pro tuto komunikaci používané.  
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P�íloha C 
 
Programátorská dokumentace  
 
Implementace byla dle zadání provedena v jazyce C# (2.0) do prost�edí MVE-2 (beta 5). 
Bylo použito IDE Microsoft Visual Studio 2005, pro matematické výpo�ty jsme použili voln� 
ši�itelnou knihovnu Math.Net (MathNet.Numerics verze 0.3.0.0) [MathNet_WWW]. 
Zdrojové kódy jsou hojn� komentovány, ke každému modulu je z t�chto komentá�� 
vygenerována MMDoc i XML dokumentace, na které p�ípadné zájemce odkazujeme. Další 
informace o Solutions lze nalézt také v readme souborech u obou archiv� s implementací. 
 
Výsledkem naší implementace jsou 2 Solutions:  
1. RBF Solution pro rekonstrukci obraz�, obsahující projekty  

- ImageComparator 
  modul pro porovnávání dvou vstupních obraz� (MSE a PSNR metriky), m�že 
 také vygenerovat 5 r�zných chybových obraz� a ukládat logovací soubor o 
 provedeném porovnání 
 
- ImageLoader 
 modul pro na�ítání obrázk� z formát� BMP, GIF, JPG, PNG a TIF 
 
- ImageSaver  

  modul pro ukládání obraz� ve formátech BMP, GIF, JPG, PNG a TIF 
 
- ImagingLib 
 pomocná knihovna, jejíž metody používají ostatní projekty z této Solution, 
 Obsahuje metody pro konverzi mezi barevnými systémy, dále jsou v ní 
 implementovány metody GetPixelPtr a SetPixelPtr, které p�istupují k obraz�m 
 p�es pointery a jsou tedy podstatn� rychlejší než defaultní GetPixel a SetPixel 
 metody z .NETu 2.0., dále zde nalezneme metody pro výpo�et MSE �i PSNR a 
 n�které další metody. 
 
- LinearInterpolation 
 modul pro rekonstrukci poškozených obraz� bilineární interpolací 
 
- RBF2D 
 modul pro rekonstrukci poškozených obraz� RBF interpolací 

 
2. RBFIsoSurface Solution pro extrakci isoploch, která obsahuje projekty 

- RBFIsoSurfaceSolver  
  modul sestaví a vy�eší lineární systém pro extrakci isoploch 
 
- RBFLib 

  pomocná knihovna pro výpo�et �ešení RBF r�znými metodami a také výpo�et 
  vzork� 3D m�ížky 
 

- RBFVolumeDataSampler 
 modul pro vzorkování 3D m�ížky v požadovaném rozlišení 
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P�íloha D 
 
Výsledky m��ení  
 

Získávání okolních bod� (kapitola 3.1.6.2.1, strana 51) 
 

Tabulka 3.1.6.2.1.A: Vstup: Lena + Noise95,503%, Sm�r: LeftRight 
Typ     MSE         PSNR [dB]     �as 
okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 

NAP 528,09 742,94 604,35 625,12 570,65 20,90 19,42 20,32 20,21 20,57 96 23 579 
AWAP 261,97 402,74 237,54 300,75 313,72 23,95 22,08 24,37 23,47 23,17 112 23 300 
DN 171,40 276,75 181,03 209,73 213,16 25,79 23,71 25,55 25,02 24,84 112 1 547 428 

   
NAP    AWAP    DN 

 
Tabulka 3.1.6.2.1.B: Vstup: Lena + Noise95,503%, Sm�r: LeftRighTopBottom 

Typ     MSE         PSNR [dB]     �as 
okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 

NAP 395,99 592,24 483,39 490,54 453,23 22,15 20,41 21,29 21,28 21,57 14 21 844 
AWAP 194,95 315,65 203,45 238,02 242,64 25,23 23,14 25,05 24,47 24,28 9 21 890 
DN 170,04 274,52 180,32 208,29 211,40 25,83 23,75 25,57 25,05 24,88 9 601 735 

   
NAP    AWAP    DN 

 
Tabulka 3.1.6.2.1.C: Vstup: Lena + Wide, Sm�r: LeftRight 

Typ     MSE         PSNR [dB]     �as 
okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 

NAP 175,67 224,04 134,21 177,98 183,94 25,68 24,63 26,85 25,72 25,48 206 3 837 
AWAP 305,67 355,14 126,28 262,36 295,94 23,28 22,63 27,12 24,34 23,42 206 3 951 
DN 235,70 279,63 115,11 210,15 233,48 24,41 23,66 27,52 25,20 24,45 206 113 476 
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NAP    AWAP    DN 

 
Tabulka 3.1.6.2.1.D: Vstup: Lena + Wide, Sm�r: LeftRightTopBottom 

Typ     MSE         PSNR [dB]     �as 
okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 

NAP 214,83 297,44 227,24 246,50 232,01 24,81 23,40 24,57 24,26 24,48 41 2 936 
AWAP 165,70 212,02 104,73 160,82 173,31 25,94 24,87 27,93 26,24 25,74 41 3 250 
DN 169,88 223,74 103,63 165,75 181,81 25,83 24,63 27,98 26,15 25,53 41 1 657 221 

   
NAP    AWAP    DN 

Volba polom�ru okolí (kapitola 3.1.6.2.2, strana 52) 
A. Testovací obraz Fruit 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.A: Vstup: Fruit + Fun, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 2,02 2,02 2,02 2,02 2,02 45,08 45,08 45,08 45,08 45,08 31 407 
r=2 1,43 1,43 1,43 1,43 1,43 46,58 46,58 46,58 46,58 46,58 31 984 
r=3 1,32 1,32 1,32 1,32 1,32 46,93 46,93 46,93 46,93 46,93 30 3 014 
r=4 1,26 1,26 1,26 1,26 1,26 47,14 47,14 47,14 47,14 47,14 30 9 752 

    
Tabulka 3.1.6.2.2.B: Vstup: Fruit + Fun, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 1,68 1,68 1,68 1,68 1,68 45,87 45,87 45,87 45,87 45,87 8 328 
r=2 1,36 1,36 1,36 1,36 1,36 46,80 46,80 46,80 46,80 46,80 8 893 
r=3 1,28 1,28 1,28 1,28 1,28 47,05 47,05 47,05 47,05 47,05 8 3 001 
r=4 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 47,17 47,17 47,17 47,17 47,17 7 9 985 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.C: Vstup: Fruit + Grid, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 120,10 120,10 120,10 120,10 120,10 27,34 27,34 27,34 27,34 27,34 511 9 212 
r=2 117,32 117,32 117,32 117,32 117,32 27,44 27,44 27,44 27,44 27,44 509 22 764 
r=3 115,03 115,03 115,03 115,03 115,03 27,52 27,52 27,52 27,52 27,52 507 88 915 
r=4 115,18 115,18 115,18 115,18 115,18 27,52 27,52 27,52 27,52 27,52 505 221 415 
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Tabulka 3.1.6.2.2.D: Vstup: Fruit + Grid, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 120,10 120,10 120,10 120,10 120,10 27,34 27,34 27,34 27,34 27,34 1 5 390 
r=2 117,32 117,32 117,32 117,32 117,32 27,44 27,44 27,44 27,44 27,44 1 20 609 
r=3 115,03 115,03 115,03 115,03 115,03 27,52 27,52 27,52 27,52 27,52 1 86 468 
r=4 115,18 115,18 115,18 115,18 115,18 27,52 27,52 27,52 27,52 27,52 1 220 406 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.E: Vstup: Fruit + Noise45,815%, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 42,81 42,81 42,81 42,81 42,81 31,82 31,82 31,82 31,82 31,82 8 3 485 
r=2 34,86 34,86 34,86 34,86 34,86 32,71 32,71 32,71 32,71 32,71 8 18 189 
r=3 33,36 33,36 33,36 33,36 33,36 32,90 32,90 32,90 32,90 32,90 8 72 032 
r=4 32,81 32,81 32,81 32,81 32,81 32,97 32,97 32,97 32,97 32,97 7 213 048 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.F: Vstup: Fruit + Noise45,815%, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 42,60 42,60 42,60 42,60 42,60 31,84 31,84 31,84 31,84 45,08 2 4 016 
r=2 34,92 34,92 34,92 34,92 34,92 32,70 32,70 32,70 32,70 46,58 2 18 703 
r=3 33,39 33,39 33,39 33,39 33,39 32,90 32,90 32,90 32,90 46,93 2 72 359 
r=4 32,81 32,81 32,81 32,81 32,81 32,97 32,97 32,97 32,97 47,14 1 220 422 
 
Tabulka 3.1.6.2.2.G: Vstup: Fruit + Noise95,503%, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 518,76 518,76 518,76 518,76 518,76 20,98 20,98 20,98 20,98 20,98 112 7 894 
r=2 433,37 433,37 433,37 433,37 433,37 21,76 21,76 21,76 21,76 21,76 112 27 903 
r=3 390,85 390,85 390,85 390,85 390,85 22,21 22,21 22,21 22,21 22,21 111 92 623 
r=4 377,28 377,28 377,28 377,28 377,28 22,36 22,36 22,36 22,36 22,36 111 254 720 

    
r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.H: Vstup: Fruit + Noise95,503%, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 444,32 444,32 444,32 444,32 444,32 21,65 21,65 21,65 21,65 21,65 9 6 016 
r=2 411,10 411,10 411,10 411,10 411,10 21,99 21,99 21,99 21,99 21,99 9 23 251 
r=3 389,39 389,39 389,39 389,39 389,39 22,23 22,23 22,23 22,23 22,23 8 82 673 
r=4 375,64 375,64 375,64 375,64 375,64 22,38 22,38 22,38 22,38 22,38 8 231 905 
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r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.I: Vstup: Fruit + Wide, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 130,99 130,99 130,99 130,99 130,99 26,96 26,96 26,96 26,96 26,96 206 2 235 
r=2 60,08 60,08 60,08 60,08 60,08 30,34 30,34 30,34 30,34 30,34 206 4 029 
r=3 41,27 41,27 41,27 41,27 41,27 31,97 31,97 31,97 31,97 31,97 205 9 648 
r=4 32,72 32,72 32,72 32,72 32,72 32,98 32,98 32,98 32,98 32,98 205 23 997 

    
r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.J: Vstup: Fruit + Wide, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 61,87 61,87 61,87 61,87 61,87 30,22 30,22 30,22 30,22 30,22 41 1 423 
r=2 36,78 36,78 36,78 36,78 36,78 32,47 32,47 32,47 32,47 32,47 41 3 228 
r=3 33,81 33,81 33,81 33,81 33,81 32,84 32,84 32,84 32,84 32,84 41 9 052 
r=4 32,35 32,35 32,35 32,35 32,35 33,03 33,03 33,03 33,03 33,03 40 24 438 

    
r=1   r=2   r=3   r=4 

 
B. Testovací obraz Gradient 

Tabulka 3.1.6.2.2.K: Vstup: Gradient + Fun, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 2,36 4,16 5,13 3,88 1,96 44,41 41,94 41,03 42,46 45,22 31 311 
r=2 0,11 0,14 0,09 0,11 0,08 57,77 56,76 58,60 57,71 58,93 31 904 
r=3 0,05 0,06 0,01 0,04 0,04 60,99 60,35 67,56 62,97 61,84 30 2 953 
r=4 0,04 0,04 0,01 0,03 0,03 62,01 61,88 69,24 64,38 63,21 30 9 592 
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r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.L: Vstup: Gradient + Fun, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 0,85 1,25 1,59 1,23 0,62 48,85 47,15 46,11 47,37 50,20 8 312 
r=2 0,07 0,08 0,04 0,07 0,05 59,53 58,97 61,61 60,04 60,87 8 827 
r=3 0,04 0,04 0,01 0,03 0,03 62,44 61,65 67,83 63,97 63,22 8 2 939 
r=4 0,03 0,03 0,01 0,02 0,02 63,60 63,31 69,14 65,35 64,79 7 9 580 

    
r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.M: Vstup: Gradient + Grid, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 0,18 0,17 0,17 0,17 0,09 55,64 55,86 55,77 55,75 58,60 511 8 936 
r=2 0,15 0,15 0,15 0,15 0,07 56,31 56,44 56,47 56,41 59,77 509 22 689 
r=3 0,38 0,39 0,38 0,38 0,24 52,30 52,28 52,29 52,29 54,34 507 83 291 
r=4 0,32 0,32 0,32 0,32 0,19 53,08 53,04 53,05 53,06 55,25 505 215 578 
 
Tabulka 3.1.6.2.2.N: Vstup: Gradient + Grid, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 0,18 0,17 0,17 0,17 0,09 55,64 55,86 55,77 55,76 58,60 1 5 375 
r=2 0,15 0,15 0,15 0,15 0,07 56,31 56,44 56,47 56,41 59,77 1 20 187 
r=3 0,38 0,39 0,38 0,38 0,24 52,29 52,28 52,29 52,29 54,34 1 84 047 
r=4 0,32 0,32 0,32 0,32 0,19 53,09 53,04 53,05 53,06 55,25 1 218 969 
 
Tabulka 3.1.6.2.2.O: Vstup: Gradient + Noise45,815%, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 0,10 0,10 0,10 0,10 0,05 58,17 58,20 58,23 58,20 61,45 8 3 485 
r=2 0,16 0,16 0,16 0,16 0,09 56,00 56,07 56,03 56,03 58,45 8 18 344 
r=3 0,20 0,19 0,20 0,20 0,12 55,21 55,23 55,21 55,22 57,43 8 73 671 
r=4 0,12 0,12 0,12 0,12 0,06 57,30 57,41 57,37 57,36 60,22 7 209 906 
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Tabulka 3.1.6.2.2.P: Vstup: Gradient + Noise45,815%, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 0,10 0,10 0,10 0,10 0,05 58,25 58,29 58,30 58,28 61,51 2 3 453 
r=2 0,16 0,16 0,16 0,16 0,09 55,97 56,02 55,99 55,99 58,40 2 17 578 
r=3 0,20 0,19 0,19 0,19 0,12 55,22 55,26 55,24 55,24 57,46 2 67 015 
r=4 0,12 0,12 0,12 0,12 0,06 57,29 57,40 57,35 57,34 60,20 1 205 422 
 
Tabulka 3.1.6.2.2.Q: Vstup: Gradient + Noise95,503%, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 263,60 163,78 261,28 229,55 57,70 23,92 25,99 23,96 24,62 30,52 112 6 568 
r=2 23,03 14,27 24,18 20,50 6,79 34,51 36,59 34,30 35,13 39,81 112 23 449 
r=3 5,82 4,77 6,11 5,57 2,43 40,48 41,34 40,27 40,70 44,28 111 86 674 
r=4 2,56 2,49 2,38 2,48 1,28 44,04 44,18 44,36 44,19 47,07 111 268 012 

    
r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.R: Vstup: Gradient + Noise95,503%, Sm�r: leftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 14,53 11,73 14,42 13,56 4,74 36,51 37,44 36,54 36,83 41,38 9 5 906 
r=2 5,52 5,00 5,61 5,38 2,32 40,71 41,14 40,64 40,83 44,48 9 23 096 
r=3 2,97 2,76 2,93 2,88 1,39 43,40 43,72 43,47 43,53 46,69 8 82 624 
r=4 1,73 1,71 1,69 1,71 0,90 45,75 45,80 45,85 45,80 48,59 8 254 078 

    
 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.S: Vstup: Gradient +Wide, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 736,05 1358,87 1330,68 1141,87 280,49 19,46 16,80 16,89 17,72 23,65 206 2 452 
r=2 1257,00 893,66 981,44 1044,03 175,36 17,14 18,62 18,21 17,99 25,69 206 3 984 
r=3 1080,64 460,29 607,17 716,03 91,81 17,79 21,50 20,30 19,86 28,50 205 9 844 
r=4 847,77 232,30 362,34 480,80 48,36 18,85 24,47 22,54 21,95 31,29 205 24 532 
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r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.T: Vstup: Gradient +Wide, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 9,25 118,82 152,64 93,57 27,19 38,47 27,38 26,29 30,72 33,79 41 1 391 
r=2 1,07 41,28 51,32 31,22 10,42 47,83 31,97 31,03 36,94 37,95 41 4 028 
r=3 0,99 16,00 21,80 12,93 5,02 48,18 36,09 34,75 39,67 41,12 41 8 953 
r=4 1,17 9,63 13,41 8,07 3,72 47,45 38,29 36,86 40,86 42,42 40 24 949 

    
r=1   r=2   r=3   r=4 

 
C. Testovaci obraz Lena 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.U: Vstup: Lena + Fun, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 5,40 9,06 4,62 6,36 6,68 40,81 38,56 41,48 40,28 39,89 31 343 
r=2 2,95 6,87 4,16 4,66 4,72 43,43 39,76 41,94 41,71 41,39 31 933 
r=3 2,67 6,44 4,11 4,41 4,41 43,86 40,04 42,00 41,97 41,68 30 2 988 
r=4 2,43 6,26 4,08 4,26 4,22 44,27 40,17 42,03 42,15 41,88 30 9 578 

    
 

Tabulka 3.1.6.2.2.V: Vstup: Lena + Fun, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 4,53 8,73 4,47 5,91 6,27 41,57 38,72 41,63 40,64 40,16 8 281 
r=2 2,89 6,83 4,17 4,63 4,70 43,52 39,79 41,93 41,75 41,41 8 845 
r=3 2,49 6,22 4,01 4,24 4,23 44,17 40,19 42,10 42,15 41,87 8 2 983 
r=4 2,37 6,08 3,98 4,14 4,11 44,38 40,29 42,13 42,27 42,00 7 9 359 
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Tabulka 3.1.6.2.2.W: Vstup: Lena + Grid, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 22,66 45,70 54,30 40,89 31,88 34,58 31,53 30,78 32,30 33,10 511 8 787 
r=2 20,95 42,93 52,77 38,89 29,69 34,92 31,80 30,91 32,54 33,40 509 24 051 
r=3 19,84 41,21 52,49 37,85 28,29 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 507 86 891 
r=4 19,85 41,25 52,45 37,85 28,31 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 505 219 915 

    
Tabulka 3.1.6.2.2.X: Vstup: Lena + Grid, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 22,66 45,70 54,30 40,89 31,88 34,58 31,53 30,78 32,30 33,10 1 5 500 
r=2 20,95 42,93 52,77 38,88 29,69 34,92 31,80 30,91 32,54 33,40 1 20 484 
r=3 19,84 41,21 52,49 37,85 28,29 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 1 86 391 
r=4 19,85 41,25 52,45 37,85 28,31 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 1 230 062 
 
Tabulka 3.1.6.2.2.Y: Vstup: Lena + Noise45,815%, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 13,39 26,88 31,03 23,77 18,74 36,86 33,84 33,21 34,64 35,40 8 3 671 
r=2 11,13 23,16 29,27 21,19 15,79 37,67 34,48 33,47 35,21 36,15 8 19 111 
r=3 10,88 22,86 29,28 21,01 15,54 37,77 34,54 33,47 35,26 36,22 8 75 998 
r=4 10,87 22,87 29,28 21,01 15,54 37,77 34,54 33,47 35,26 36,22 7 225 719 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.Z: Vstup: Lena + Noise45,815%, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 13,39 26,92 31,07 23,79 18,76 36,86 33,83 33,21 34,63 35,40 2 3 500 
r=2 11,12 23,15 29,27 21,18 15,78 37,67 34,49 33,47 35,21 36,15 2 18 047 
r=3 10,88 22,86 29,28 21,01 15,54 37,77 34,54 33,47 35,26 36,22 2 72 843 
r=4 10,87 22,87 29,28 21,01 15,55 37,77 34,54 33,47 35,26 36,21 1 223 969 
 
Tabulka 3.1.6.2.2.AA: Vstup: Lena + Noise95,503%, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 423,15 592,59 311,15 442,30 471,91 21,87 20,40 23,20 21,82 21,39 112 8 195 
r=2 261,97 402,74 237,54 300,75 313,72 23,95 22,08 24,37 23,47 23,17 112 25 425 
r=3 206,61 330,52 204,81 247,31 254,59 24,98 22,94 25,02 24,31 24,07 111 96 560 
r=4 180,63 294,23 190,67 221,84 225,62 25,56 23,44 25,33 24,78 24,60 111 289 944 
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r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.AB: Vstup: Lena + Noise95,503%, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 208,17 328,21 208,67 248,35 253,87 24,95 22,97 24,94 24,28 24,08 9 6 015 
r=2 194,95 315,65 203,45 238,02 242,64 25,23 23,14 25,05 24,47 24,28 9 25 141 
r=3 178,99 292,82 192,71 221,51 224,46 25,60 23,46 25,28 24,78 24,62 8 90 484 
r=4 169,69 280,31 186,92 212,30 214,44 25,83 23,65 25,41 24,97 24,82 8 273 015 

    
r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.AC: Vstup: Lena + Wide, Sm�r: LeftRight 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 298,72 326,90 135,55 253,72 274,51 23,38 22,99 26,81 24,39 23,75 206 2 601 
r=2 305,67 355,14 126,28 262,36 295,94 23,28 22,63 27,12 24,34 23,42 206 4 327 
r=3 275,28 327,43 120,97 241,22 271,91 23,73 22,98 27,30 24,67 23,79 205 10 648 
r=4 251,40 300,17 116,10 222,56 249,43 24,13 23,36 27,48 24,99 24,16 205 28 176 

    
r=1   r=2   r=3   r=4 

 
Tabulka 3.1.6.2.2.AD: Vstup: Lena + Wide, Sm�r: LeftRighTopBottom 
Polom�r     MSE         PSNR [dB]     �as 

okolí R G B RGB / 3 GS R G B RGB / 3 GS Iterací [ms] 
r=1 161,19 217,31 106,81 161,77 174,21 26,06 24,76 27,84 26,22 25,72 41 1 518 
r=2 165,70 212,02 104,73 160,82 173,31 25,94 24,87 27,93 26,24 25,74 41 4 455 
r=3 164,11 206,20 102,73 157,68 169,45 25,98 24,99 28,01 26,33 25,84 41 10 160 
r=4 157,68 200,66 101,49 153,28 164,55 26,15 25,11 28,07 26,44 25,97 40 30 144 
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r=1   r=2   r=3   r=4 

Volba radiální bázové funkce (kapitola 3.1.6.3, strana 53) 
 
Tabulka 3.1.6.3.A: Vstup: Lena + Fun, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 

Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 3,56 8,02 11,27 7,62 5,07 42,61 39,09 37,61 39,77 41,08 2 998 
Gauss 4,42 8,85 4,60 5,96 6,37 41,67 38,66 41,51 40,61 40,09 3 081 
Linear 2,49 6,22 4,01 4,24 4,23 44,17 40,19 42,10 42,15 41,87 2 860 
Multiquadric 2,24 5,76 4,84 4,28 3,80 44,62 40,53 41,28 42,14 42,33 2 968 
TPS 2,19 6,26 5,96 4,80 4,13 44,73 40,17 40,38 41,76 41,98 3 250 

   
Cubic    Gauss    Linear 

  
Multiquadric     TPS 

 
Tabulka 3.1.6.3.B: Vstup: Lena + Fun, Výb�r okolí: NoAddingPoints 

Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 3,86 8,77 12,22 8,28 5,51 42,27 38,70 37,26 39,41 40,72 2 937 
Gauss 3,26 7,66 5,71 5,55 5,37 42,99 39,29 40,56 40,95 40,83 3 094 
Linear 2,35 6,85 6,11 5,10 4,60 44,42 39,78 40,27 41,49 41,50 2 797 
Multiquadric 2,34 6,48 7,59 5,47 4,34 44,44 40,02 39,33 41,26 41,76 2 955 
TPS 2,35 6,74 7,64 5,58 4,52 44,41 39,85 39,30 41,19 41,58 3 187 
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Cubic    Gauss    Linear 

  
Multiquadric     TPS 

 
Tabulka 3.1.6.3.C: Vstup: Lena + Grid, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 

Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 18,24 38,63 56,46 37,77 25,81 35,52 32,26 30,61 32,80 34,01 90 843 
Gauss 30,79 58,23 58,04 49,02 41,91 33,25 30,48 30,49 31,41 31,91 93 125 
Linear 19,84 41,21 52,49 37,85 28,29 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 84 140 
Multiquadric 18,02 38,16 55,04 37,07 25,54 35,57 32,32 30,72 32,87 34,06 89 187 
TPS 18,04 38,12 54,12 36,76 25,60 35,57 32,32 30,80 32,90 34,05 95 781 

  
Tabulka 3.1.6.3.D: Vstup: Lena + Grid, Výb�r okolí: NoAddingPoints 

Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 18,24 38,63 56,46 37,78 25,81 35,52 32,26 30,61 32,80 34,01 88 375 
Gauss 30,70 58,18 58,07 48,98 41,85 33,26 30,48 30,49 31,41 31,91 92 032 
Linear 19,84 41,22 52,52 37,86 28,30 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 84 578 
Multiquadric 18,03 38,16 55,06 37,08 25,55 35,57 32,31 30,72 32,87 34,06 89 312 
TPS 18,04 38,12 54,13 36,76 25,61 35,57 32,32 30,80 32,89 34,05 95 515 

 
Tabulka 3.1.6.3.E: Vstup: Lena + Noise45,815%, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 

Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 9,87 20,99 33,32 21,39 13,46 38,19 34,91 32,90 35,33 36,84 68 281 
Gauss 16,14 30,25 31,98 26,12 21,48 36,05 33,32 33,08 34,15 34,81 73 625 
Linear 10,88 22,86 29,28 21,01 15,54 37,77 34,54 33,47 35,26 36,22 68 578 
Multiquadric 9,71 20,61 32,29 20,87 13,25 38,26 34,99 33,04 35,43 36,91 72 266 
TPS 9,55 20,42 30,29 20,09 13,35 38,33 35,03 33,32 35,56 36,88 78 344 
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Tabulka 3.1.6.3.F: Vstup: Lena + Noise45,815%, Výb�r okolí: NoAddingPoints 
Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 9,87 20,99 33,32 21,39 13,46 38,19 34,91 32,90 35,33 36,84 71 328 
Gauss 16,14 30,25 31,98 26,12 21,48 36,05 33,32 33,08 34,15 34,81 74 062 
Linear 10,88 22,86 29,28 21,01 15,54 37,76 34,54 33,47 35,26 36,21 68 204 
Multiquadric 9,71 20,61 32,29 20,87 13,25 38,26 34,99 33,04 35,43 36,91 72 250 
TPS 9,55 20,42 30,29 20,09 13,35 38,33 35,03 33,32 35,56 36,88 78 937 

   
  

Tabulka 3.1.6.3.G: Vstup: Lena + Noise95,503%, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 
Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 237,75 397,26 295,21 310,07 298,49 24,37 22,14 23,43 23,31 23,38 81 828 
Gauss 215,43 327,93 199,89 247,75 256,20 24,80 22,97 25,12 24,30 24,04 83 501 
Linear 178,99 292,82 192,71 221,51 224,46 25,60 23,46 25,28 24,78 24,62 76 594 
Multiquadric 181,03 302,92 205,44 229,80 230,67 25,55 23,32 25,00 24,62 24,50 81 628 
TPS 190,16 323,49 226,47 246,71 244,63 25,34 23,03 24,58 24,32 24,25 88 812 

   
Cubic    Gauss    Linear 

  
Multiquadric     TPS 
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Tabulka 3.1.6.3.H: Vstup: Lena + Noise95,503%, Výb�r okolí: NoAddingPoints 
Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 485,56 588,12 497,18 523,62 442,57 21,27 20,44 21,17 20,96 21,67 81 251 
Gauss 252,49 401,91 292,23 315,54 300,80 24,11 22,09 23,47 23,22 23,35 81 657 
Linear 352,42 447,09 364,48 388,00 345,02 22,66 21,63 22,51 22,27 22,75 74 905 
Multiquadric 399,05 490,22 422,09 437,12 374,57 22,12 21,23 21,88 21,74 22,40 86 876 
TPS 400,19 515,85 413,37 443,14 385,62 22,11 21,01 21,97 21,69 22,27 89 343 

   
Cubic    Gauss    Linear 

  
Multiquadric     TPS 

 
Tabulka 3.1.6.3.I: Vstup: Lena + Wide, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 

Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 257,46 314,54 286,72 286,24 239,77 24,02 23,15 23,56 23,58 24,33 9 328 
Gauss 172,29 219,82 106,50 166,20 179,79 25,77 24,71 27,86 26,11 25,58 9 746 
Linear 164,11 206,20 102,73 157,68 169,45 25,98 24,99 28,01 26,33 25,84 8 924 
Multiquadric 168,09 209,10 107,21 161,47 172,55 25,88 24,93 27,83 26,21 25,76 9 514 
TPS 166,95 205,79 117,37 163,37 169,93 25,90 25,00 27,44 26,11 25,83 10 084 

   
Cubic    Gauss    Linear 
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Multiquadric     TPS 

 
Tabulka 3.1.6.3.J: Vstup: Lena + Wide, Výb�r okolí: NoAddingPoints 

Bázová      MSE         PSNR [dB]   �as 
funkce R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Cubic 381,11 583,24 525,20 496,52 354,70 22,32 20,47 20,93 21,24 22,63 9 799 
Gauss 181,59 265,08 204,72 217,13 210,07 25,54 23,90 25,02 24,82 24,91 9 078 
Linear 171,17 238,23 172,55 193,98 188,22 25,80 24,36 25,76 25,31 25,38 8 355 
Multiquadric 194,57 285,71 288,87 256,38 219,66 25,24 23,57 23,52 24,11 24,71 8 912 
TPS 201,51 273,65 290,71 255,29 212,39 25,09 23,76 23,50 24,11 24,86 9 515 

   
Cubic    Gauss    Linear 

  
Multiquadric     TPS 
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Vliv rozši�ujícího elementu (kapitola 3.1.6.4, strana 54) 
 
Tabulka 3.1.6.4.A: Vstup: Lena + Fun, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 2,53 6,24 3,95 4,24 4,25 44,10 40,18 42,16 42,14 41,84 2 596 
Linear 2,49 6,22 4,01 4,24 4,23 44,17 40,19 42,10 42,15 41,87 2 828 
None 3,89 6,72 4,35 4,98 4,93 42,23 39,86 41,74 41,28 41,21 2 437 
Quadratic 3,38 12,06 8,35 7,93 7,57 42,84 37,32 38,91 39,69 39,34 3 514 

    
Constant   Linear   None   Quadratic 

 
Tabulka 3.1.6.4.B: Vstup: Lena + Fun, Výb�r okolí: NoAddingPoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 2,51 6,36 4,03 4,30 4,30 44,13 40,10 42,08 42,10 41,79 2 594 
Linear 2,35 6,85 6,11 5,10 4,60 44,42 39,78 40,27 41,49 41,50 2 828 
None 11,47 23,13 25,52 20,04 16,72 37,54 34,49 34,06 35,36 35,90 2 406 
Quadratic 11,40 14,76 20,37 15,51 10,22 37,56 36,44 35,04 36,35 38,04 3 471 

    
Constant   Linear   None   Quadratic 

 
Tabulka 3.1.6.4.C: Vstup: Lena + Grid, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 19,85 41,22 52,49 37,85 28,30 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 80 562 
Linear 19,84 41,21 52,49 37,85 28,29 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 86 328 
None 25,78 43,59 55,19 41,52 31,58 34,02 31,74 30,71 32,16 33,14 78 500 
Quadratic 19,59 41,04 53,01 37,88 28,03 35,21 32,00 30,89 32,70 33,65 105 047 
 
Tabulka 3.1.6.4.D: Vstup: Lena + Grid, Výb�r okolí: NoAddingPoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 19,85 41,22 52,49 37,86 28,30 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 78 812 
Linear 19,84 41,22 52,52 37,86 28,30 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 82 516 
None 26,83 44,05 55,55 42,14 32,14 33,84 31,69 30,68 32,07 33,06 79 938 
Quadratic 19,60 41,06 53,06 37,91 28,05 35,21 32,00 30,88 32,70 33,65 125 046 
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Tabulka 3.1.6.4.E: Vstup: Lena + Noise45,815%, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 10,88 22,86 29,28 21,00 15,54 37,77 34,54 33,47 35,26 36,22 62 734 
Linear 10,88 22,86 29,28 21,01 15,54 37,77 34,54 33,47 35,26 36,22 68 047 
None 12,16 23,41 29,86 21,81 16,27 37,28 34,44 33,38 35,03 36,02 59 516 
Quadratic 10,78 22,81 29,43 21,01 15,48 37,80 34,55 33,44 35,27 36,23 83 765 
 
Tabulka 3.1.6.4.F: Vstup: Lena + Noise45,815%, Výb�r okolí: NoAddingPoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 10,88 22,86 29,28 21,00 15,54 37,77 34,54 33,47 35,26 36,22 63 469 
Linear 10,88 22,86 29,28 21,01 15,54 37,76 34,54 33,47 35,26 36,21 73 749 
None 12,21 23,43 29,87 21,84 16,30 37,26 34,43 33,38 35,02 36,01 61 281 
Quadratic 10,79 22,81 29,43 21,01 15,48 37,80 34,55 33,44 35,26 36,23 88 843 

 
Tabulka 3.1.6.4.G: Vstup: Lena + Noise95,503%, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 180,10 293,39 192,44 221,98 225,18 25,58 23,46 25,29 24,77 24,61 76 389 
Linear 178,99 292,82 192,71 221,51 224,46 25,60 23,46 25,28 24,78 24,62 86 216 
None 282,62 334,85 231,73 283,07 280,86 23,62 22,88 24,48 23,66 23,65 68 986 
Quadratic 2751,09 2974,87 2939,45 2888,47 1873,55 13,74 13,40 13,45 13,53 15,40 108 157 

    
Constant   Linear   None   Quadratic 

 
Tabulka 3.1.6.4.H: Vstup: Lena + Noise95,503%, Výb�r okolí: NoAddingPoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 180,38 294,84 193,74 222,99 226,07 25,57 23,43 25,26 24,75 24,59 73 422 
Linear 352,42 447,09 364,48 388,00 345,02 22,66 21,63 22,51 22,27 22,75 84 266 
None 2262,78 3708,99 4481,31 3484,36 3022,50 14,58 12,44 11,62 12,88 13,33 70 232 
Quadratic 4357,33 3923,57 3802,27 4027,73 2526,51 11,74 12,19 12,33 12,09 14,11 105 046 

    
Constant   Linear   None   Quadratic 
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Tabulka 3.1.6.4.I: Vstup: Lena + Wide, Výb�r okolí: AddWeightedAveragePoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 175,49 214,65 102,75 164,30 178,04 25,69 24,81 28,01 26,17 25,63 8 263 
Linear 164,11 206,20 102,73 157,68 169,45 25,98 24,99 28,01 26,33 25,84 9 677 
None 322,98 244,27 155,21 240,82 237,93 23,04 24,25 26,22 24,50 24,37 8 351 
Quadratic 239,71 295,89 181,07 238,89 241,23 24,33 23,42 25,55 24,44 24,31 13 002 

    
Constant   Linear   None   Quadratic 

 

Tabulka 3.1.6.4.J: Vstup: Lena + Wide, Výb�r okolí: NoAddingPoints 
Rozši�ující     MSE         PSNR [dB]   �as 
element R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS [ms] 

Constant 191,21 220,92 103,13 171,75 185,56 25,32 24,69 28,00 26,00 25,45 8 196 
Linear 171,17 238,23 172,55 193,98 188,22 25,80 24,36 25,76 25,31 25,38 9 222 
None 1161,61 2938,42 2481,64 2193,89 2209,21 17,48 13,45 14,18 15,04 14,69 7 813 
Quadratic 863,48 1128,01 981,04 990,84 593,14 18,77 17,61 18,21 18,20 20,40 12 428 

    
Constant   Linear   None   Quadratic 

Volba algoritmu (kapitola 3.1.6.5, strana 54) 
 

Tabulka 3.1.6.5.A: Vstup: Lena + Fun 
Algoritmus     MSE         PSNR [dB]     �as 
  R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS Iterací [ms] 
Lerp 4,27 8,75 4,97 6,00 6,26 41,83 38,71 41,17 40,57 40,17 60 299 
Uhlí� 2,82 7,59 7,67 6,02 5,22 43,63 39,33 39,28 40,75 40,96 9 3 158 
Náš alg. 2,49 6,22 4,01 4,24 4,23 44,17 40,19 42,10 42,15 41,87 8 3 218 

   
Bilineární interpolace   Uhlí�    Náš algoritmus 
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Tabulka 3.1.6.5.B: Vstup: Lena + Noise45,815% 
Algoritmus     MSE         PSNR [dB]     �as 
  R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS Iterací [ms] 
Lerp 17377,92 6277,42 6111,96 9922,43 8803,68 5,73 10,15 10,27 8,72 8,68 256 304 311 
Uhlí� 19,85 41,22 52,52 37,86 28,30 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 1 121 015 
Náš alg. 19,84 41,21 52,49 37,85 28,29 35,15 31,98 30,93 32,69 33,61 1 87 781 

   
Bilineární interpolace   Uhlí�    Náš algoritmus 

 
Tabulka 3.1.6.5.C: Vstup: Lena + Noise95,503% 
Algoritmus     MSE         PSNR [dB]     �as 
  R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS Iterací [ms] 
Lerp 488,56 712,44 377,22 526,08 564,04 21,24 19,60 22,36 21,07 20,62 222 1 551 
Uhlí� 341,88 494,94 375,38 404,07 383,85 22,79 21,19 22,39 22,12 22,29 152 77 329 
Náš alg. 178,99 292,82 192,71 221,51 224,46 25,60 23,46 25,28 24,78 24,62 8 86 717 

   
Bilineární interpolace   Uhlí�    Náš algoritmus 

 
Tabulka 3.1.6.5.D: Vstup: Lena + Wide 
Algoritmus     MSE         PSNR [dB]     �as 
  R G B RGB/3 GS R G B RGB/3 GS Iterací [ms] 
Lerp 186,70 247,50 118,25 184,15 200,59 25,42 24,20 27,40 25,67 25,11 410 2 230 
Uhlí� 166,15 253,39 161,60 193,71 193,68 25,93 24,09 26,05 25,35 25,26 41 9 435 
Náš alg. 164,11 206,20 102,73 157,68 169,45 25,98 24,99 28,01 26,33 25,84 41 10 782 

   
Bilineární interpolace   Uhlí�    Náš algoritmus 


