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1. Uvod

SloZitost algoritmu je vyznamnym faktorem pfi navrhu jednotlivych algoritmd.
Vzhledem k rostoucim poZadavkim na rychlost zpracovani se stile vice objevuji
algoritmy vyuZivajici moznost paralelniho programovani. Néklady na zpracovani ulohy
viak velmi rychle rostou a skute¢né porovnéni vykonnosti systémt ukazuje, ¥e urychleni
s poftem procesorti neroste lineaé&. V mnoha piipadech se nevyuZiva moznosti
pfedzpracovani, které vede k podstatnému urychleni v priibéhu zpracovani. V mnoha
pfipadech vede predzpracovani nejen k vlastnimu urychleni, ale té% i ke sniZeni
strukturalni sloZitosti algoritmii. Je nutné poznamenat, e mensi sloZitost algoritmu jesté
negarantuje rychlejsi vlastni vypocet.

Algoritmy ofezavani ptimky konvexnim n-thelnikem a test bod uvnitt n-thelnika
Jsou zakladnimi algoritmy v oblasti potitaové grafiky.

2. Bod uvnitF konvexniho n-iihelnika

Algoritmus bod uvniti konvexniho n-thelnika je znamou ulohou, ktera se velmi
Casto objevuje v literatufe. Znama feSeni jsou sloZitosti O(N) a O(lg N), kde N je pocet
hran daného konvexniho n-thelnika a v [2],[4] lze nalézt porovnani vykonnosti
Jednotlivych algoritmi. Vznika viak otazka, zda je mozné vyuZit informace, e konvexni
n-ihelnik se neméni a je pro mnoho testovanych bodi neménny. V tomto pfipadé je
evidentné vyhodné predzpracovani, které vede az k algoritmu s o&ekavanou sloZitosti
O(1), viz [3].

Princip algoritmu je v podstat& jednoduchy, a to:

- konvexni n-helnik “nafeZeme” na tenké vodorovné pasy tak, Ze v idealnim pfipadé pas
protina pravé dvé hrany, viz obr.1,

- ze znamé y-ové soufadnice urtime index vodorovného pasu v némz dany bod lei a x -
ova soufadnice pak slouzi k ureni, zda dany bod leZi uvnitt, & vn& daného n-Ghelnika.
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Vzhledem k tomu, Ze index vodorovného pasu odpovidajiciho soufadnici y je mozné
ur€it v jednom kroku nezavisle na poCtu hran daného n-thelnika véetng urceni, zda bod
Je &i neni uvnitf n-thelnika, Je oCekavana sloZitost algoritmu o).
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Obr.1.

Situace je vSak ponékud komplikovangjsi, nebot vzhledem ke konetné “tlousce”
vodorovnych pasti se miiZe stat, ze do pasu spadnou aZ &tyfi hrany n-Ghelnika, které je
nutné testovat. Toto je viak vyjime&na situace. Vlastni algoritmus je pak po vybudovani
datové struktury pfi piedzpracovani velmi jednoduchy, viz alg.1.

function POINT IN POLYGON (x: vector): boolean;
begin { O(1) processing time }
POINT_IN POLYGON = false;
ify ¢ <Ymin > Ymax > then EXIT; { bod vn& n-tihelnika, nad nebo pod}
{ urCi odpovidajici pruh, tj. index i }
1= (Ymax - ¥) * Sinv; { Siny Je nenulova $ite pasu }
{ nyni se otestuji pouze dv& hrany z Active Edge List AEL }
{ Fi,j (x) by mélo byt realizovano jako makro; i-index pasu, j-&len seznamu }
if Fj 1 (x) <0 then EXIT; { EXIT z procedury }
if F; 5 (x) <0 then EXIT;
POINT_IN POLYGON = true; { bod x je uvnitf }
end { POINT_IN_POLYGON };

Algoritmus 1
Uvedeny algoritmus je zjednoduSeny a podrobnosti véetn& porovnani s ostatnimi

algoritmy Ize nalézt v [3]. Dosa¥ené vysledky pfi testovani pak ukazuji konstatni
vypocetni €as nezavisle na po&tu hran daného konvexniho n-thelnika,
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3. Algoritmus ofezdvani primky v E?

Algoritmus ofezavani pfimky konvexnim n-Ghelnikem v g2 je typickym
problémem pocitaCové grafiky, jehoz slozitost byla, je a bude pfedmétem mnoha studii.
Vlastni algoritmy pouzivané v praxi jsou vice ¢i mén€ vykonné, vétSinou se sloZitosti
O(N). Nicméné bylo z vypoltové geometrie znamo, Ze optimalni algoritmus by mél mit
slozitost O(ig N). Takovy algoritmus byl odvozen a porovnani jeho vypocetni vykonnosti
lze nalézt v [2], [4]. Z povahy feSeného problému a zpisobu pouziti vyplyva, ze
ofezavaci n-tGhelnik je viceméné konstatni pro mnoho piimek, & Gsecek, které se
ofezavaji.

Na zakladé€ principu duality, viz [1], je znamo, Ze test bod uvnitf konvexniho n-
thlenika je ekvivalentni testu, zda pfimka protind konvexni n-Ghelnik. Je tedy nasnadé,
Ze test, zda pfimka n-thelnik protina, ¢i ne, lze provést s oekavanou slozZitosti O(1) pfi
vyuziti principu duality a testu uvedeného vySe. Vznika tedy zakladni otazka, zda je

mozné nalézt t¢Z hrany, které jsou pfimkou protnuty s o€ekavanou slozitosti O(1).
Kazdou piimku lze vyjadiit jako

ax+by+c=0
nebo

y=kx+q k#ow
Zakladni predstava Cinnosti algoritmu spo€iva ve tfech krocich, a to:

- pfevedni konvexniho n-Uhelnika do dualniho prostoru a vytvofeni vhodné datové
struktury,
- pfevedeni ofezavané piimky do dualni reprezentace, tj. ureni (k,q) - obr.3,

- zji§téni “oblasti”, ktera je spolend pro vSechny pfimky protinajici dané dvé hrany,
v niz se dany bod (k,q) nachazi.
Tento postup, ktery j

YA

ev principu velmi jednoduchy, Ize demonstrovat na obr.2 a obr.3.

1
4 + 12
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Z obrazku je zfeymé, Ze dany pfistup naraZi na dv€ podstatné komplikace. Prvni spociva
v principialni neomezenosti jednotlivych oblasti v dualnim prostoru, druha pak v tom, jak
na zakladé znalosti polohy bodu dualniho obrazu piimky, tj. znalost(k,q), urcit oblast,
v niZ tento bod lezi.

Pouzijeme-li obdobny pfistup, tj. déleni prostoru, jako v pfipadé bod uvnitf n-
thelnika, pak je zifejmé, Ze ze znalosti hodnot (k,q) lze pfimo uréit “obdélnik” v némz
dany bod lezZi. S timto obdélnikem je pak spojen seznam vSech “oblasti”, se kterymi dany
obdélnik inciduje, viz obr.4. Lze tedy fici, Ze k urCeni, které hrany dana pfimka protina,
potiebujeme konstatni pocet krokl, a tedy algoritmus bude mit ocekdvanou sloZitost
O(1), viz obr.4. qj

QObr 4.

Poslednim problémem je tedy eliminace neomezenosti jednotlivych oblasti v dualnim
prostoru. Lze fici, Ze kaZdy n-Ghelnik lze uzaviit do kosoltverce “posazeného na
vrchol”. Je ziteymé, Ze kazdou pfimku lze vyjadiit jako

y=hkx+gq ]klgl
nebo
x=my+p tm|<1

Lze tedy dualni reprezentaci s neomezenymi oblastmi nahradit pomoci dvou dualnich
reprezentaci, kde jiZ budeme uvaZzovat oblast <-1,1>x<kk> a <-1,I1>x<-q,q> .
Podle zpracovavané pfimky se pak rozhodneme, kterou reprezentaci pro testovani
vybereme.

Z uvedeného tedy vyplyva, Ze ze znalosti koeficientd a,b,c rovnice zpracovavané
piimky lze urcit hrany protinané pfimkou s oéekdvanou sloZitosti O(1).
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4. Dosazené vysledky

Pro ilustraci chovani uvedme vysledky testi jednotlivych algortmi. Alg; je
nejrychlej§i O(N) algoritmus, Algy je nejrychlejsi O(Ig N) algoritmus a Algz je
navrhovany algoritmus s oCekavanou slozitosti O(1). Pfesné srovnani viz [3].

N 3 4 5 10 20 50 100
Alg; 1.04 1.32 1.65 3.18 6.15 | 15.22 | 3032
Algy 0.99 099 | 1.10 1.05 1.26 1.42 1.53

Algs 1.15 1.10 1.32 1.31 1.27 1.10 1.10

Bod uvnitf pravidelného n-tihelnika
Tabulka 1

N 3 4 5 10 20 50 100
Alg; 0.66 088 | 088 | 137 | 231 4.01 7.58
Alg» 0.33 0.28 027 | 0.28 | 038 038 043

Algs 0.11 0.16 0.17 | 0.11 0.11 0.11 0.11

Bod vné pravidelného n-helnika
Tabulka 2

N 3 4 5 10 20 50 100
Algq 0.77 1.33 1.64 | 3.19 6.15 | 9.17 | 12.24
Algy 0.89 0.99 | 0.94 1.20 1.27 1.32 1.43

Alg1 1.16 1.16 1.10 1.16 1.15 1.10 1.10

Bod uvnitf nepravidelného n-thelnika
Tabulka 3

N 3 4 5 10 20 50 100
Algq 0.61 082 | 093 187 | 3.57 | 4.45 5.93
Algy 0.38 0.44 0.49 | 0.61 0.66 0.66 0.66

Algs 0.11 0.11 0.11 [ 0.11 0.10 0.11 | 0.11

Bod vné nepravidelného n-tihelnika
Tabulka 4

Zvysenim poCtu pasd g-krat se zvysi dale efektivita testu Bod uvniti n-ahelnika dle tabulky 5.

q 1 2 4 10

zrychleni 1.0 1.3 1.4 1.45
Tabulka 5
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Algoritmus ofezavani piimky konvexnim n-thelnikem vykazuje predpokladané
chovani, tj. potvrzuje se otekavana sloZitost O(1), a konkrétni vysledky porovnani
s algoritmy se sloZitosti O(N) a O(lg N) jsou pfedmétem samostatného grantu.

5. Alternativa k paralelnimu zpracovani?

Z uvedeného je ziejmé, Ze existuji ulohy u nichz vhodné pfedzpracovani vede
k urychleni feSeni daného problému. Ne vidy vSak pfedzpracovani musi probihat
v "klasickém" pojeti a pouziti dualnich reprezentaci mize byt vyhodné. Teoretické
zaklady dualnich reprezentaci lze nalézt napf. v [5]. Nicméné zména slozitosti algoritmu
pod optimalni sloZitost se promitd v naSem piipad€ do zvySenych pamétovych
pozadavkd, a to s naroénosti O(M) u prvniho algoritmu, u druhého pak O(M*“), pficemz
hodnota M je zavisla na geometrickych vlastnostech n-tthelnika [3]. Za podstatny rys
uvedeného pfistupu Ize povaZovat zejména to, Ze ziejmé existuje pomérné Siroka tfida
problémi fesitelnych uvedenym zplisobem a Ze je mozné nahradit velmi drahé paralelni
zpracovani prevodem na algoritmy s v&t3i pamé&fovou naro¢nosti, jejichZ realizace je
nepomémé levnégjsi.
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Abstract

New algorithms Point-in-Polygon and Line Clipping algorithms are very often
used especially in computer graphics applications. Algorithms usually have O(N) or
O(lgN) complexities. New algorithms with O(1) expected complexity has been
developed using pre-processing. The interesting feature of presented algorithms is that
memory requirements depend on geometrical properties of polygons. The presented
approach can be considered as an alternative method to parallel processing.





